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第三章 多维随机变量及其分布

随机向量

很多随机现象只用一个随机变量来描述是不够的，需要用几个随机变量同时来描述．如：

• 平面上一点的位置需要用两个坐标来表示；

• 天气通常由最高、最低气温，相对湿度，风力，降水量等因素决定；

• 钢材的质量有含碳量、含硫量和硬度等基本指标．

随机向量

定义. 设 Ω 是某随机试验的样本空间，X1,X2, · · · ,Xn 是该空间上的随机变量，称

X = (X1,X2, · · · ,Xn)

为 Ω 上的 n 维随机向量或 n 维随机变量，称 n 元函数

F(⃗) = P{X1 ≤ 1,X2 ≤ 2, · · · ,Xn ≤ n}
为 X 的联合分布函数，其中

 = (1,2, · · · ,n).

3.1 二维随机变量

二维随机变量
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定义 1. 设 (X,Y) 为定义在样本空间 Ω 上的两个随机变量，则称 (X,Y) 为二维随机向量或者

二维随机变量，称二元函数

F(,y) = P{X ≤ ,Y ≤ y}
为 (X,Y) 的联合分布函数．

注记. 联合分布函数 F(,y) 表示事件 {X ≤ } 和事件 {Y ≤ y} 同时发生的概率．

二维随机变量的分布函数

如果将二维随机变量 (X,Y) 看成是平面上随机点的坐标, 那么联合分布函数 F(,y) 在 (,y)

处的函数值就是随机点 (X,Y) 落在以 (,y) 为右上角的无穷矩形内的概率.



y

(,y)

二维随机变量的分布函数

随机变量 (X,Y) 落在矩形区域 (1,2] × (y1,y2] 内的概率为

P{1 < X ≤ 2,y1 < Y ≤ y2}
=F(2,y2) − F(2,y1) − F(1,y2) + F(1,y1).
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二维随机变量的分布函数

任一二维联合分布函数 F(,y) 必具有如下四条基本性质:

1. 单调性 F(,y) 分别对  或 y 是单调不减的, 即

• 当 1 < 2 时, 有 F(1,y) ≤ F(2,y).

• 当 y1 < y2 时, 有 F(,y1) ≤ F(,y2).

2. 有界性 对任意的  和 y, 有 0 ≤ F(,y) ≤ 1, 且
F(−∞,y) = lim

→−∞F(,y) = 0,

F(,−∞) = lim
y→−∞F(,y) = 0,

F(+∞,+∞) = lim
,y→+∞(,y) = 1.

二维随机变量的分布函数

3. 右连续性 对每个变量都是右连续的, 即

F( + 0,y) = F(,y),

F(,y + 0) = F(,y).

4. 非负性 对任意的 1 < 2, y1 < y2 有

F(2,y2) − F(1,y2) − F(2,y1) + F(1,y1) ≥ 0.
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二维离散型随机变量

定义 2. 如果二维随机变量 (X,Y) 的所有可能取值 (,yj) 只有有限对或者可列无限对，则称

(X,Y) 为离散型二维随机变量, 称

P{X = ,Y = yj} = pj,  = 1,2, · · · , j = 1,2, · · ·
为二维离散型随机变量 (X,Y) 的分布律，或随机变量 X 和 Y 的联合分布律．其中 pj 满足下

列条件:

1. pj ≥ 0,  = 1,2, · · · , j = 1,2, · · ·

2.
∞∑
=1

∞∑
j=1

pj = 1；

二维离散型随机变量

二维离散型随机变量的联合分布也可以用表格表示：

X Y y1 y2 · · · yj · · ·
1 p11 p12 · · · p1j · · ·
2 p21 p22 · · · p2j · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

 p1 p2 · · · pj · · ·
. . . . . . . . . . . .

它们的联合分布函数可以由下面子式求出:

F(,y) =
∑
≤

∑
yj≤y

pj.
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二维离散型随机变量

例 1. 一箱子装有 5 件产品，其中 2 件正品，3 件次品. 每次从中取 1 件产品检验质量，不

放回地抽取, 连续两次. 定义随机变量 X 和 Y 如下:

X =

 1, 第一次取到次品

0, 第一次取到正品

Y =

 1, 第二次取到次品

0, 第二次取到正品

试求 (X,Y) 的分布律.

二维离散型随机变量

解. (X,Y) 可能取的值只有 4 对: (0,0),(0,1),(1,0) 及 (1,1), 按概率的乘法公式计算得

P{X = 0,Y = 0} = P{X = 0}P{Y = 0 | X = 0}

=
2

5
× 1

4
= 0.1

P{X = 0,Y = 1} =
2

5
× 3

4
= 0.3

P{X = 1,Y = 0} =
3

5
× 2

4
= 0.3

P{X = 1,Y = 1} =
3

5
× 2

4
= 0.3

二维离散型随机变量

故 (X,Y) 的分布律用表格表示为:
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X Y 0 1

0 0.1 0.3

1 0.3 0.3

二维连续型随机变量

定义 3. 设二维随机变量 (X,Y) 的分布函数是 F(X,Y), 如果存在一个非负函数 ƒ (,y)，使得

对于任意的 ,y 有

F(,y) =
∫ 
−∞

∫ y
−∞

ƒ (s, t)dt ds,

则称 (X,Y) 为二维连续型随机变量．函数 ƒ (,y) 称为 (X,Y) 的联合概率密度．

二维连续型随机变量

联合概率密度函数的基本性质：

1. ƒ (,y) ≥ 0,∀,y；

2.
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞

ƒ (,y)ddy = 1；

3. 若函数 ƒ 在点 (,y) 处连续，则有
∂2F(,y)

∂∂y
= ƒ (,y).

二维连续型随机变量

4. 对任意的平面区域 D，

P{(X,Y) ∈ D} =
∫∫
(,y)∈D

ƒ (,y)ddy.
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特别地，

P{ < X ≤ b,c < Y ≤ d} =
∫ b


∫ d
c

ƒ (,y)dyd.

二维连续型随机变量

例 2. 设 G 是平面上的一个有界区域, 其面积为 A 二维随机变量 (,y) 只在 G 中取值, 并且

取 G 中的每一个点都是 ‘‘等可能的”，即 (,y) 的概率密度为

ƒ (,y) =

 C, (,y) ∈ G
0, 其它

由概率的性质
∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞ ƒ (,y)ddy = 1 可得 C = 1

A

故有 ƒ (,y) =


1
A , (,y) ∈ G
0, 其它

如果一个二维随机变量 (X,Y) 以上式为概率密度, 则称 (X,Y) 服从区域 G 上的均匀分布.

二维连续型随机变量

例 3. 设 (X,Y) 的联合概率密度为

ƒ (,y) =

 C2y2, 0 ≤  ≤ 1,0 ≤ y ≤ 1
0, otherwise

其中 C 是常数．

(1) 求常数 C； · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·9

(2) 计算 P
�
X <

1

3
,Y <

1

3

�
． · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

1

729
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二维连续型随机变量

例 4. 设二维随机变量 (X,Y) 具有概率密度

ƒ (,y) =

 2e−(2+y),  > 0,y > 0

0, 其他

试求：(1) 分布函数 F(,y) (2) P{X < Y}

二维连续型随机变量

解. (1) 由条件易知

F(,y) =
∫ y
−∞

∫ 
−∞

ƒ (,y)ddy

=

¨∫ y
0

∫ 
0
2e−(2+y) ddy,  > 0,y > 0

0 , 其他.

=

¨�
1 − e−2� (1 − e−y) ,  > 0,y > 0
0 , 其他.

二维连续型随机变量

把位于 XOY 平面的直线  = y 上方的区域记为 G

D2

O 

y
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于是

P{X < Y} = P{(,y) ∈ G} =
∫∫

G

ƒ (,y)ddy

=
∫ +∞
0

∫ +∞


2e−(2+y) dyd =
2

3
.

n 维随机变量

定义. 设 Ω 是某随机试验的样本空间，X1,X2, · · · ,Xn 是该空间上的随机变量，称

(X1,X2, · · · ,Xn)

为 Ω 上的 n 维随机向量或 n 维随机变量，称 n 元函数

F(1,2, · · · ,n) = P{X1 ≤ 1,X2 ≤ 2, · · · ,Xn ≤ n}
为 n 维随机变量 (X1,X2, · · · ,Xn) 的分布函数或联合分布函数.

3.2 边缘分布

边缘分布

二维随机变量 (X,Y) 作为一个整体，有联合分布函数 F(,y)，其分量 X 与 Y 都是随机变量，

有各自的分布函数，分别记成 FX() 和 FY(y)，称为 X 和 Y 的边缘分布函数．边缘分布由联

合分布完全确定：

FX() = F(,+∞), FY(y) = F(+∞,y).

二维离散型随机变量的边缘分布
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设二维离散型随机变量 (X,Y) 的联合分布律为

P{X = ,Y = yj} = pj,  = 1,2, · · · , j = 1,2, · · ·
则随机变量 X 的边缘分布律为

p· = P{X = } =
∑
j

pj,  = 1,2, · · ·

而随机变量 Y 的边缘分布律为

p·j = P{Y = yj} =
∑


pj, j = 1,2, · · ·

通常将这两个分布分别写在联合分布表右边和下边．

二维连续型随机变量的边缘分布

设二维连续型随机变量 (X,Y) 的联合概率密度为 ƒ (,y)，则 X，Y 的边缘概率密度分别定义

为

ƒX() =
∫ +∞
−∞

ƒ (,y)dy, ƒY(y) =
∫ +∞
−∞

ƒ (,y)d.

此时 X，Y 的边缘分布函数分别为

FX() =
∫ 
−∞

ƒX(s)ds, FY(y) =
∫ y
−∞

ƒY(t)dt.

二维连续型随机变量的边缘分布

若 (X,Y) 服从矩形区域

D = {(,y) :  ≤  ≤ b,c ≤ y ≤ d}
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上的均匀分布，则边缘概率密度分别为

ƒX() =


1

b−  ∈ [,b]

0 else

ƒY(y) =


1

d−c y ∈ [c,d]

0 else

这表明：X 与 Y 都服从均匀分布．该结论对其他非矩形区域上的均匀分布一般不成立．

二维离散型随机变量的边缘分布

例 1. 把两封信随机地投入已经编好号的 3 个邮筒内, 设 X, Y 分别表示投入第 1,2 个邮筒内

信的数目, 求 (X,Y) 的分布律及边缘分布律.

解. X, Y 各自的取值为 0, 1, 2. 由题设, (X,Y) 取 (1,2), (2,1), (2,2) 均不可能，因而相应

的概率均为 0 再由古典概率计算得：

P{X = 0,Y = 0} =
1

32
=
1

9
, P{X = 0,Y = 1} =

2

32
=
2

9
,

P{X = 0,Y = 2} =
1

32
=
1

9
, P{X = 1,Y = 1} =

2

32
=
2

9
,

P{X = 1,Y = 0},P{X = 2,Y = 0} 可由对称性求得.

二维离散型随机变量的边缘分布

所有计算结果列表如下:

Y X 0 1 2 p·j

0 1/9 2/9 1/9 4/9

1 2/9 2/9 0 4/9

2 1/9 0 0 1/9

p· 4/9 4/9 1/9
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Y X 0 1 2 p·j

0 16/81 16/81 4/81 4/9

1 16/81 16/81 4/81 4/9

2 4/81 4/81 1/81 1/9

p· 4/9 4/9 1/9

X 和 Y 的边缘分布律可由 (X,Y) 的分布律确定.

二维离散型随机变量

例 2. 将 2 只红球和 2 只白球随机地投入已经编好号的 3 个盒子中去, 设 X 表示落入第 1 1

盒子内红球的数目, Y 表示落入第 2 个盒子内白球的数目, 求 (X,Y) 的分布律及边缘分布律.

解. 不妨分别把 2 只红球和 2 只白球看作是有差别的 (例如编号），由古典概型计算得

P{X = 1,Y = 1} =

 2
1

 · 2 ·
 2

1

 · 2
34

=
16

81

二维离散型随机变量

类似地计算出下表内的其他结果：

比较一下例 1 的表和例 2 的表，立即可以发现，两者有完全相同的边缘分布，而联合分布却

是不相同的．由此可知，由边缘分布并不能唯一地确定联合分布．

二维连续型随机变量
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例 3. 设二维随机变量 (X,Y) 在区域

G =
�
(,y) | 0 ≤  ≤ 1,2 ≤ y ≤ 	

上服从均匀分布, 求边缘概率密度 ƒX(), ƒY(y).



y

y = 

y = 2

二维连续型随机变量

解. 不难得到 (X,Y) 的概率密度

ƒ (,y) =

¨
6, 0 ≤  ≤ 1,2 ≤ y ≤ ,

0, 其他,

则

ƒX() =
∫ +∞
−∞

ƒ (,y)dy =

¨
6
�
 − 2� , 0 ≤  ≤ 1,

0, 其他.

ƒY(y) =
∫ +∞
−∞

ƒ (,y)d =

¨
6(
p
y − y), 0 ≤ y ≤ 1

0, 其他.

虽然 (X,Y) 的联合分布在 G 上服从均匀分布, 但它们的边缘分布却不是均匀分布

3.3 条件分布

离散型随机变量的条件分布
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设二维离散型随机变量 (X,Y) 的联合分布为

P{X = ,Y = yj} = pj,

 = 1,2, · · · , j = 1,2, · · ·
则 X 与 Y 的边缘分布分别为

p· = P{X = } =
∑
j

pj,  = 1,2, · · ·

p·j = P{Y = yj} =
∑


pj, j = 1,2, · · ·

离散型随机变量的条件分布

定义 1. 当 p·j > 0 时，称

P{X = |Y = yj} =
P{X = ,Y = yj}

P{Y = yj}
=
pj

p·j
,  = 1,2, · · ·

为 Y = yj 时 X 的条件分布律．当 p· > 0 时，称

P{Y = yj|X = } =
P{X = ,Y = yj}

P{X = }
=
pj

p·
, j = 1,2, · · ·

为 X =  时 Y 的条件分布律．

不难验证以上两式均满足分布律的基本性质．

离散型随机变量的条件分布

例 1. 把两封信随机地投入已经编好号的 3 个邮筒内, 设 X, Y 分别表示投入第 1,2 个邮筒内

信的数目, 求在 Y = 0 条件下随机变量 X 的条件分布律．
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解. 在 Y = 0 的条件下 X 的条件分布律为

P{X = 0 | Y = 0} =
P{X = 0,Y = 0}

P{Y = 0}
=
1/9

4/9
=
1

4
,

P{X = 1 | Y = 0} =
P{X = 1,Y = 0}

P{Y = 0}
=
2/9

4/9
=
1

2
,

P{X = 2 | Y = 0} =
P{X = 2,Y = 0}

P{Y = 0}
=
1/9

4/9
=
1

4
.

二维连续型随机变量的条件分布

设二维连续型随机变量 (X,Y) 的联合概率密度为 ƒ (,y)，X，Y 的边缘概率密度分别为 ƒX()

和 ƒY(y)．

定义 2. 若 ƒY(y) > 0, 我们把

P{X ⩽  | Y = y} =
∫ 
−∞

ƒ (,y)

ƒY(y)
d

称为在 Y = y 条件下 X 的条件分布函数, 记为 FX|Y( | y). 因此在 Y = y 条件下 X 的条件概

率密度为

ƒX|Y( | y) = ƒ (,y)

ƒY(y)
.

类似地, 可以定义

Fy|X(y | ) =
∫ y
−∞

ƒ (,y)

ƒX()
dy, ƒY |X(y | ) = ƒ (,y)

ƒX()
.

二维连续型随机变量的条件分布

设随机变量 X 和 Y 具有概率密度 ƒ (,y) =


1

π
, 2 + y2 ≤ 1

0, 其他

, 求 ƒX|Y( | y).
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解. 由条件易得

ƒY(y) =
∫ +∞
−∞

ƒ (,y)d =


2
Æ
1 − y2
π

, |y| ≤ 1
0, 其他

对符合 |y| < 1 的一切 y 有

ƒX|Y( | y) = ƒ (,y)

ƒY(y)
=


1

2
Æ
1 − y2 , || ≤Æ1 − y2
0, 其他.

3.4 随机变量的独立性

随机变量的独立性

定义. 设随机变量 (X,Y) 的联合分布函数为 F(,y)，边缘分布函数分别为 FX() 和 FY(y)，

若对任意实数 ，y 有

F(,y) = FX() · FY(y),
则称 X,Y 相互独立．

注记. X,Y 相互独立即是指对任意实数 ,y，事件 {X ≤ } 与 {Y ≤ y} 相互独立, 也即
P{X ≤ ,Y ≤ y} = P{X ≤ }P{Y ≤ y}.

随机变量的独立性

设 (X,Y) 是离散型随机变量，则 X 和 Y 相互独立的充要条件是：对于 (X,Y) 的所有可能取

值
�
,yj
�
, 有

P
�
X = ,Y = yj
	
= P{X = }P

�
Y = yj
	

,

即

pj = p· · p·j, , j = 1,2, · · ·
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X Y 1 2 3

1 1/6 1/9 1/18

2 1/3 α β

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

设 (X,Y) 是连续型随机变量, ƒ (,y), ƒX(), ƒy(y) 分别为 (X,Y) 的概率密度和边缘概率密度,

则 X 和 Y 相互独立的充要条件是：

ƒ (,y) = ƒX()ƒY(y)

在 ƒ (,y), ƒ(), ƒY(y) 的一切公共连续点上成立.

随机变量的独立性

例 1. 设二维离散型随机变量 (X,Y) 的分布律如下表所示：当 α,β 取何值时，X 和 Y 相互独

立？

随机变量的独立性

解. X,Y 的边缘分布律分别为

X 1 2

pk
1
3

1
3 + α + β

Y 1 2 3

pk
1
2

1
9 + α 1

18 + β

若 X 和 Y 相互独立, 则有
1

9
= P{X = 1,Y = 2} = P{X = 1}P{Y = 2} =

1

3
×
�
1

9
+ α
�

,

1

18
= P{X = 1,Y = 3} = P{X = 1}P{Y = 3} =

1

3
×
�
1

18
+ β
�
.

解得 α = 2
9 ,β = 1

9 , 此时对所有的 ,yj, pj = p·p·j 均成立，即 X,Y 相互独立.
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随机变量的独立性

例 2. 一负责人到达办公室的时间均匀分布在 8 ∼ 12 时, 他的秘书到达办公室的时间均匀分

布在 7 ∼ 9 时, 设他们两人到达的时间是相互独立的, 求他们到达办公室的时间相差不超过 5

分钟 (1/12 小时) 的概率.

随机变量的独立性

解. 设 X 和 Y 分别是负责人和他的秘书到达办公室的时间, 由题设 X 和 Y 的概率密度分别为

ƒX() =


1

4
, 8 <  < 12,

0, 其他,
ƒY(y) =


1

2
, 7 < y < 9,

0, 其他,

因为 X,Y 相互独立, 故 (X,Y) 的概率密度为

ƒ (,y) = ƒX()ƒY(y) =


1

8
, 8 <  < 12,7 < y < 9

0, 其他,

随机变量的独立性

按题意, 要求的概率为 P
�|X − Y | ⩽ 1

12

	
, 画出区域: {(,y)

��| − y| ⩽ 1
12}, 以及长方形区域

{(,y) | 8 <  < 12; 7 < y < 9}.

y



A

B′
B

CC′

G
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它们的公共部分是四边形 B′C′CB, 记为 G 显然, 仅当 (X,Y) 在 G 内取值, 他们两人到达的时

间相差才不超过
1

12
小时.

随机变量的独立性

因此, 所求的概率为

P
�
|X − Y | ⩽ 1

12

�
=
∫∫

G

ƒ (,y)ddy =
1

8
× (G的面积)

而

G的面积 =4ABC的面积− 4AB′C′的面积

=
1

2

�
13

12

�2
− 1

2

�
11

12

�2
=
1

6
,

于是,

P
�
|X − Y | ⩽ 1

12

�
=

1

48
.

即负责人和他的秘书到达办公室的时间相差不超过 5 分钟的概率为
1

48
.

随机变量的连续性[

例 3. 若 (X,Y) 的联合密度函数为

ƒ (,y) =

¨
8y, 0 ⩽  ⩽ y ⩽ 1;
0, 其他.

问 X 与 Y 是否相互独立?

解. 为判断 X 与 Y 是否独立, 只需看边缘概率密度函数的乘积是否等于联合概率密度函数. 为

此先求边缘概率密度函数.

当  < 0 或  > 1 时, ƒX() = 0 . 而当 0 ⩽  ⩽ 1 时, 有

ƒX() =
∫ 1


8y dy = 8

�
1

2
− 2

2

�
= 4
�
1 − 2� .
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随机变量的独立性[

解. 因此

ƒX() =

¨
4
�
1 − 2� , 0 ⩽  ⩽ 1,

0, 其他.

同样, 当 y < 0 或 y > 1 时, ƒY(y) = 0 . 而当 0 ⩽ y ⩽ 1 时, 有

ƒY(y) =
∫ 
0

8y d = 4y3.

因此

ƒY(y) =

¨
4y3, 0 ⩽ y ⩽ 1;
0, 其他.

由此得 ƒ (,y) 6= ƒX()ƒY(y) , 所以 X 与 Y 不独立.

随机变量的独立性

练习 1. 设 (X,Y) 的联合概率密度为

ƒ (,y) =

 92y2, 0 ≤  ≤ 1,0 ≤ y ≤ 1
0, 其它

判断 X 与 Y 是否相互独立．

随机变量的独立性

定理 1. 设 X 和 Y 是相互独立的随机变量，h() 和 g(y) 是 (−∞,∞) 上的连续函数，则

h(X) 和 g(Y) 也是相互独立的随机变量．

随机变量的独立性
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定义 1. 设 F (1,2, · · · ,n) ,FX () ( = 1,2, · · · ,n)分别是 n维随机变量 (X1, , X2, · · · ,Xn

) 的分布函数和边缘分布函数, 若对任意的实数 1,2, · · · ,n, 有
F (1,2, · · · ,n) = FX1 (1)F2 (2) · · ·FXn (n)

则称 X1,X2, · · · ,Xn 是相互独立的.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .连续型随机变量 X1,X2, · · · ,Xn 相互独立的充分必要条件是

ƒ (1,2, · · · ,n) = ƒ1 (1) ƒ2 (2) · · · ƒn (n)
离散型随机变量 X1,X2, · · · ,Xn 相互独立的充分必要条件是

P{X1 = 1,X2 = 2, · · · ,Xn = n}

=P{X1 = 1}P{X2 = 2} · · ·P{Xn = n} .

随机变量的独立性

定义. 若对所有的 1, . . . ,m;y1, . . . ,yn 有

F(1, . . . ,m,y1, . . . ,yn)

=F1(1, . . . ,m)F2(Y1, . . . ,Yn)

其中 F1,F2,F 分别为 (X1, . . . ,Xm), (Y1, . . . ,Yn) 和 (X1, . . . ,Xm,Y1, . . . ,Yn) 的分布函数，则

称随机变量 (X1, . . . ,Xm) 和 (Y1, . . . ,Yn) 是相互独立的．

定理 2. 设 (X1, . . . ,Xm)和 (Y1, . . . ,Yn)相互独立，则 X( = 1,2, . . . ,m)和 Yj(j = 1,2, . . . ,n)

相互独立，又若 h,g 是连续函数，则 h(X1, . . . ,Xm) 与 g(Y1, . . . ,Yn) 相互独立．

3.5 两个随机变量的函数的分布

离散型随机变量的函数的分布

设离散型随机变量 (X,Y) 的联合分布律为

P{X = ,Y = yj} = pj, , j = 1,2, · · ·
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令 Z = g(X,Y)，则 Z 也是一个离散型随机变量，其分布律可按如下步骤求得

1. 根据函数关系列出 Z 的所有可能值；

2. 对 Z 的每个可能值 z，P{Z = z} 等于所有满足 g(,yj) = z 的 pj 之和，即

P{Z = z} =
∑


∑
j

P
�
X = ,Y = yj
	
=
∑


∑
j

pj

离散型随机变量的函数的分布

例 1. 设二维随机变量 (X,Y) 的分布律为

X Y −1 0 1

0 0.1 0.2 0.1

1 0.3 0.1 0.2

求 Z = X + Y 的分布律.

离散型随机变量的函数的分布

解. Z 的取值范围为 −1,0,1,2, 并且

P{Z = −1} = P{X = 0,Y = −1} = 0.1,

P{Z = 0} = P{X = 0,Y = 0} + P{X = 1,Y = −1} = 0.5,

P{Z = 1} = P{X = 0,Y = 1} + P{X = 1,Y = 0} = 0.2,

P{Z = 2} = P{X = 1,Y = 1} = 0.2

故 Z 的分布律为

Z −1 0 1 2

pk 0.1 0.5 0.2 0.2
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连续型随机变量的函数的分布

对连续型随机变量 (X,Y)，求 Z = g(X,Y) 的密度函数的基本方法是

1. 根据函数关系先求 Z 的分布函数

FZ(z) = P{Z ≤ z} = P{g(X,Y) ≤ z}
2. 然后对 FZ(z) 求导可得 Z 的概率密度．

Z = X + Y 的分布

例 2. 设连续型随机变量 (X,Y) 的密度函数为 ƒ (,y)，求 Z = X + Y 的概率密度．

解. Z = X + Y 的分布函数为:

FZ(z) = P{Z ⩽ z} =
∫∫

+y⩽z
ƒ (,y)ddy,

化成累次积分，得

Fz(z) =
∫ +∞
−∞

�∫ z−y
−∞

ƒ (,y)d
�
dy.

对积分
∫ z−y
−∞ ƒ (,y)d 作变量代换, 令  =  − y, 得∫ z−y

−∞
ƒ (,y)d =
∫ z
−∞

ƒ ( − y,y)d,

Z = X + Y 的分布

于是

FZ(z) =
∫ +∞
−∞

∫ z
−∞

ƒ ( − y,y)ddy

=
∫ z
−∞

�∫ +∞
−∞

ƒ ( − y,y)dy
�
d.
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上式两边对 z 求导数, 即得 Z 的概率密度

ƒZ(z) =
∫ +∞
−∞

ƒ (z − y,y)dy.

由 X,Y 的对称性, ƒZ(z) 又可写成

ƒZ(z) =
∫ +∞
−∞

ƒ (, z − )d.

Z = X + Y 的分布

如果 X 与 Y 相互独立，概率密度分别为 ƒX() 和 ƒY(y)，则 Z = X + Y 的概率密度为

ƒZ(z) =
∫ +∞
−∞

ƒX()ƒY(z − )d

=
∫ +∞
−∞

ƒX(z − y)ƒY(y)dy.
上述公式称为卷积公式．

Z = X + Y 的分布

例 3. 设 X 和 Y 是两个相互独立的随机变量, 它们都服从正态分布 N(0,1), 其概率密度为

ƒX() =
1p
2π

e−
2

2 ,−∞ <  < +∞,

ƒY(y) =
1p
2π

e−
y2

2 ,−∞ < y < +∞

求 Z = X + Y 的概率密度.

Z = X + Y 的分布
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解. 由卷积公式可得

ƒZ(z) =
∫ +∞
−∞

ƒX()ƒY(z − )d

=
1

2π

∫ +∞
−∞

e−
2

2 · e− (z−)22 d

=
1

2π
e−

z2

4

∫ +∞
−∞

e−(−
z
2 )

2

d.

令 t =  − z
2 , 得

ƒZ(z) =
1

2π
e−

z2

4

∫ +∞
−∞

e−t2 dt =
1

2
p
π
e−

z2

4

即 Z 服从正态分布 N(0,2).

正态分布的和

• 若 X ∼ N(μ1,σ2
1
),Y ∼ N(μ2,σ2

2
)，且 X 与 Y 相互独立，则

Z = X + Y ∼ N(μ1 + μ2,σ2
1
+ σ2

2
).

• 若 X ∼ N (μ,σ2

)( = 1,2, . . . ,n), 且它们相互独立，则 Z = X1 + X2 + · · · + Xn 服从

正态分布且

Z ∼ N(μ1 + · · · + μn,σ2
1
+ · · · + σ2

n
).

Z = X + Y 的分布

例 4. 设随机变量 X,Y 相互独立, 其概率密度分别为

ƒX() =

 1, 0 ⩽  ⩽ 1,

0, 其他,
ƒY(y) =

¨
e−y, y > 0,

0, 其他.

求随机变量 Z = X + Y 的概率密度.
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Z = X + Y 的分布

解. 由条件知, (X,Y) 的概率密度为

ƒ (,y) = ƒX()ƒY(y) =

 e−y, 0 ⩽  ⩽ 1,y > 0,

0, 其他,

则 Z 的分布函数为

FZ(z) = P{Z ⩽ z} = P{X + Y ⩽ z} =
∫∫

+y⩽z
ƒ (,y)ddy.

1. 当 z < 0 时, Fz(z) = 0；

2. 当 0 ⩽ z < 1 时,Fz(z) =
∫ z
0

�∫ z−
0

e−y dy
�
d = e−z + z − 1；

3. 当 z ⩾ 1 时, Fz(z) =
∫ 1
0

�∫ z−
0

e−y dy
�
d = 1 + (1 − e)e−z.

Z = X + Y 的分布

综上所述得 Z 的分布函数

Fz(z) =


0, z < 0,

e−z + z − 1, 0 ⩽ z < 1,

1 + (1 − e)e−z, z ⩾ 1,

故 Z = X + Y 的概率密度为

ƒZ(z) = F′
Z
(z) =


0, z < 0

1 − e−z, 0 ⩽ z < 1

(e − 1)e−z, z ⩾ 1

Z = X + Y 的分布
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练习 1. 设某种商品在一周内的需要量是一个随机变量，其概率密度函数为

ƒ () =

 e−  > 0

0  ≤ 0
如果各周的需要量相互独立，求两周需要量的概率密度函数．

答案. 由卷积公式易得ƒZ(z) =


z3

6 e
−z, z > 0

0, z ≤ 0 ．

Z = XY 的分布

例 5. 设二维随机变量 (X,Y) 在矩形域 G = {(,y) | 0 ⩽  ⩽ 2,0 ⩽ y ⩽ 1} 上服从均匀分
布, 试求边长为 X 和 Y 的矩形面积 S 的概率密度 ƒ (s).

解. 由已知, (X,Y) 的概率密度为

ƒ (,y) =


1

2
, (,y) ∈ G,

0, 其他.

令 F(s) 为 S 的分布函数, 则

F(s) = P{S ⩽ s} =
∫∫

y≤s
ƒ (,y)ddy.

Z = XY 的分布

显然,

1. 当 s ⩽ 0 时, F(s) = 0;

2. 当 s ⩾ 2 时, F(s) = 1;

3. 当 0 < s < 2 时, 有



y

O 2

1
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F(s) =
∫∫

y⩽s
ƒ (,y)ddy = 1 − 1

2

∫ 2
s

�∫ 1
s


dy

�
d

=
s

2
(1 + ln 2 − ln s)

Z = XY 的分布

于是

F(s) =


0, s ⩽ 0,

s

2
(1 + ln 2 − ln s), 0 < s < 2,

1, s ⩾ 2.
故 S 的概率密度为

ƒ (s) = F′(s) =


1

2
(ln 2 − ln s), 0 < s < 2,

0, 其他.

mx{X,Y} 和 min{X,Y} 的分布

设随机变量 X 与 Y 相互独立，其分布函数分别为 FX() 和 FY(y)．设 M =mx{X,Y} 的分

布函数为 Fmx(z)，则有

Fmx(z) = P{M ≤ z} = P{X ≤ z,Y ≤ z} = FX(z)FY(z).

设 N =min{X,Y} 的分布函数为 Fmin(z)，则有

Fmin(z) = P{N ≤ z} = 1 − P{N > z}

= 1 − P{X > z,Y > z} = 1 − [1 − FX(z)][1 − FY(z)]
= FX(z) + FY(z) − FX(z)FY(z).
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mx(X,Y) 和 min(X,Y) 的分布

设 X1,X2, · · · ,Xn是 n个相互独立的随机变量,它们的分布函数分别为 FX () ( = 1,2, · · · ,n)
则 M =mx (X1,X2, · · · ,Xn) 及 N =min (X1,X2, · · · ,Xn) 的分布函数分别为

Fmx(z) = FX1(z)FX2(z) · · ·FXn(z)

Fmin(z) = 1 − �1 − FX1(z)
� �
1 − F2(z)
� · · · �1 − FXn(z)

�
X1,X2, · · · ,Xn 相互独立且具有相同分布函数 F() 时, 有

Fmx(z) = [F(z)]n

Fmin(z) = 1 − [1 − F(z)]n

mx(X,Y) 和 min(X,Y) 的分布[

一般地，设连续型随机变量 (X,Y) 的联合分布函数为 F(,y)，则 U =mx{X,Y} 的分布为

FU() = F(,).

设其边缘分布函数分别为 FX() 和 FY(y)，则 V =min{X,Y} 的分布为

FV() = FX() + FY() − F(,).

FV() = P{min{X,Y} ≤ } = P{X ≤  或 Y ≤ }
= P{X ≤ } + P{Y ≤ } − P{X ≤ ,Y ≤ }
= FX() + FY() − F(,)

mx(X,Y) 和 min(X,Y) 的分布

例 6. 设某种型号的电子元件的寿命 (以小时计) 近似服从分布 N(160, 202 ), 随机地选取 4

只, 求其中没有一只寿命小于 180 小时的概率.
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mx(X,Y) 和 min(X,Y) 的分布

解. 将随机选出的 4只电子元件的寿命分别记为 T1,T2,T3,T4. 按题意, T ∼ N �160,202
�

,  =

1,2,3,4, 其分布函数为 F(t). 令 T =min{T1,T2,T3,T4}, 则

FT(t) = P{T ⩽ t} = 1 − [1 − F(t)]4.
于是 P{T ⩾ 180} = 1 − P{T < 180} = [1 − F(180)]4. 依据第二章第四节的引理知

F(180) = 
�
180 − 160

20

�
= (1)

故所求的概率为

P{T ⩾ 180} = [1 − (1)]4 = (1 − 0.8413)4 = (0.1587)4.
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