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第三章 导数、微分、边际与弹性

3.1 导数的概念

3.1.1 导数的引例

例 1. 物体作变速直线运动，经过的路程 s 是时刻 t 的函数，s = ƒ (t)．求在 t0 时刻物体的

瞬时速度．

• 从 t0 到 t0 + Δt 的平均速度为

Δs

Δt
=
ƒ (t0 + Δt) − ƒ (t0)

Δt

• 在 t0 时刻的瞬时速度为

lim
Δt→0

Δs

Δt
= lim

Δt→0
ƒ (t0 + Δt) − ƒ (t0)

Δt

例 2. 求曲线 y = ƒ () 在点 M(0,y0) 处的切线斜率．
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y

T

M

N

0 0 + Δ

Δ

Δy

• 设 N 点在 M 点附近，则割线 MN 的斜率为

Δy

Δ
=
ƒ (0 + Δ) − ƒ (0)

Δ

• 让 N 点往 M 点跑，则切线 MT 的斜率为

lim
Δ→0

Δy

Δ
= lim

Δ→0
ƒ (0 + Δ) − ƒ (0)

Δ

3.1.2 导数的定义

定义. 设 y = ƒ () 在 0 的某邻域有定义．若极限

lim
Δ→0

Δy

Δ
= lim

Δ→0
ƒ (0 + Δ) − ƒ (0)

Δ

存在，则称此极限为 ƒ () 在 0 处的导数（或微商）．记为 ƒ ′(0)，y′|=0，
dy

d

∣∣∣
=0
，或

dƒ ()

d

∣∣∣
=0
．

注记. 导数 ƒ ′(0) 反映了 ƒ () 在点 0 处的变化快慢，因此 ƒ ′(0) 又称为 ƒ () 在 0 点

的变化率．

• ƒ ′(0) = lim
Δ→0

ƒ (0 + Δ) − ƒ (0)
Δ

（定义）



3.1 导数的概念 5

• ƒ ′(0) = lim
h→0

ƒ (0 + h) − ƒ (0)
h

（令 h = Δ）

• ƒ ′(0) = lim
→0

ƒ () − ƒ (0)
 − 0 （令  = 0 + h）

如果 ƒ () 在 0 处有导数，则称函数 ƒ () 在 0 点可导．否则，称 ƒ () 在 0 处不可导．

对于点 0, 如果当 Δ→ 0 时比值 Δy
Δ →∞, 此时函数 y = ƒ () 在 0 处是不可导的, 但是为

了方便，也往往说函数 y = ƒ () 在 0 点处的导数为无穷大, 并记作 ƒ ′ (0) =∞.

如果 ƒ () 在区间  内每一点都可导，则称 ƒ () 在区间  内可导．

如果 ƒ () 在区间  内可导，则每个 0 ∈  都有一个导数值 ƒ ′(0) 与之对应，从而得到一个
函数 ƒ ′()：

ƒ ′ : 0 7−→ ƒ ′(0)

ƒ ′() 称为 ƒ () 在  内的导函数（简称导数），记为 ƒ ′()，或 y′，或
dy

d
，或

dƒ ()

d
．此时有

ƒ ′(0) = ƒ ′()|=0 .

• ƒ ′() = lim
Δ→0

ƒ ( + Δ) − ƒ ()
Δ

（定义）

• ƒ ′() = lim
h→0

ƒ ( + h) − ƒ ()
h

（令 h = Δ）

在上式中虽然  可以取区间  内的任何数值, 但在取极限的过程中,  是常量, Δ 是变

量.

求导数的步骤

1. 求增量 Δy = ƒ ( + Δ) − ƒ ();

2. 算比值
Δy

Δ
=
ƒ ( + Δ) − ƒ ()

Δ
;

3. 求极限 y′ = lim
Δ→0

Δy

Δ
.
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例 3. 求函数 ƒ () = C (C 为常数) 的导数.

解. ƒ ′() = lim
h→0

ƒ ( + h) − ƒ ()
h

= lim
h→0

C − C
h

= 0．

所以

(C)′ = 0.

例 4. 求幂函数 ƒ () = n 的导数．

解. 由条件得

(n)′ = lim
h→0
( + h)n − n

h

= lim
h→0

ñ
nn−1 +

n(n − 1)
2!

n−2h + · · · + hn−1
ô

= nn−1

即 (n)′ = nn−1.

更一般地，对于任意给定的实数 μ,

(μ)′ = μμ−1.

例 5. 求函数 ƒ () = cos 的导数．

解. 由条件得

(cos)′ = lim
Δ→0

cos( + Δ) − cos()
Δ

= lim
Δ→0
−2sin 2+Δ

2 sin Δ
2

Δ

= − lim
Δ→0 sin( +

Δ

2
)
sin Δ

2
Δ
2

= − sin

(cos)′ = − sin, (sin)′ = cos.

例 6. 求函数 ƒ () = ( > 0, 6= 1) 的导数.
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解. 易知

()′ = lim
Δ→0

+Δ − 

Δ

=  lim
Δ→0

Δ − 1
Δ

=  lim
Δ→0

eΔ ln − 1
Δ

=  ln

()′ =  ln, (e)′ = e.

例 7. 求函数 y = log ( > 0, 6= 1) 的导数.

解. 由条件知

(log )
′ = lim

Δ→0
log( + Δ) − log 

Δ

= lim
Δ→0

log(1 +
Δ
 )

Δ


· 1


=
1


lim
Δ→0 log(1 +

Δ


)


Δ

=
1


log e =

1

 ln

利用导数的定义，可以得到

(C)′ = 0 (3.1.1)

(μ)′ = μμ−1 (3.1.2)

(cos)′ = − sin, (3.1.3)

(sin)′ = cos (3.1.4)

利用导数的定义，可以得到
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()′ =  · ln, (e)′ = e (3.1.5)

(log )
′ =

1

 · ln , (ln)′ =
1


. (3.1.6)

对于分段函数，我们有（假定 g() 和 h() 总可导）：

ƒ () =

{
g(), ≤ 
h(),  > 

=⇒ ƒ ′() =
{

g′(),  < 

h′(),  > 

注记. ƒ ′() 需要单独研究：未必有 ƒ ′() = g′()．

定义. 设 ƒ () 在 (0 − δ,0] 上有定义，若左极限

lim
h→0−

ƒ (0 + h) − ƒ (0)
h

存在，则称它为 ƒ () 在 0 处的左导数，记为 ƒ ′−(0).

定义. 设 ƒ () 在 [0,0 + δ) 上有定义，若右极限

lim
h→0+

ƒ (0 + h) − ƒ (0)
h

存在，则称它为 ƒ () 在 0 处的右导数，记为 ƒ ′
+
(0).

注记. 导数存在 ⇐⇒ 左导数和右导数都存在且相等．

左导数和右导数统称为单侧导数.

如果函数 ƒ () 在开区间 (,b) 内可导,且 ƒ ′
+
() 及 ƒ ′−(b) 都存在,就说 ƒ () 在闭区间 [,b]

上可导.

题型:

假定 g() 和 h() 总可导，分段函数

ƒ () =

{
g(),  ≤ 
h(),  > 

.

讨论 ƒ () 在  =  处的可导性．解法： 求  =  处的左右导数，并比较它们是否相等．



3.1 导数的概念 9

例 8. 判断函数 ƒ () =

®
3,  ≤ −1
2,  > −1 在点  = −1 的连续性与可导性． · ·不连续且不可导

例 9. 判断函数 ƒ () =

®
3,  ≤ 1
2,  > 1

在点  = 1 处的连续性与可导性． · · · · ·连续但不可导

例 10. 判断函数 ƒ () =

®
3,  ≤ 0
2,  > 0

在点  = 0 处的连续性与可导性． · · · · · ·连续且可导

3.1.3 导数的几何意义

函数 ƒ () 在 0 处的导数 ƒ ′(0)，就是曲线 y = ƒ () 在点 (0,y0) 处的切线斜率．

从而点 (0,y0) 处的切线方程为

y − y0 = ƒ ′(0)( − 0)
法线方程为

y − y0 = − 1

ƒ ′(0)
( − 0)

例 11. 求 ƒ () = 2 在点 (1,1) 处的切线方程和法线方程．

练习. 求 ƒ () =
1


在点

Å
2,
1

2

ã
处的切线方程和法线方程．

答案. 切线方程为  + 4y − 4 = 0．

法线方程为 8 − 2y − 15 = 0．

3.1.4 函数可导性与连续性的关系

定理. ƒ () 在 0 点可导, 则 ƒ () 在 0 点连续．

证明. 设函数 ƒ () 在点 0 可导，则有 lim
Δ→0

Δy

Δ
存在，故

lim
Δ→0Δy = lim

Δ→0

Ç
Δy

Δ
· Δ
å

= lim
Δ→0

Δy

Δ
· lim
Δ→0Δ = 0.
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即 lim
Δ→0 ƒ ( + Δ) = ƒ (0). 所以函数 ƒ () 在点 0 连续．

注意：ƒ () 在 0 点连续 6=⇒ ƒ () 在 0 点可导.

例 12. ƒ () = || 在  = 0 处连续但不可导.

推论. ƒ () 在 0 点不连续 =⇒ ƒ () 在 0 点不可导．

例 13. 判断 ƒ () =

®
3,  ≤ −1
2,  > −1，在点  = −1 处的连续性与可导性．

设函数 ƒ () 在点 0 连续，但

lim
Δ→0

Δy

Δ
= lim

Δ→0
ƒ (0 + Δ) − ƒ (0)

Δ
=∞

称函数 ƒ () 在点 0 有无穷导数(不可导).

例如,

ƒ () = 3
√
 − 1

在  = 1 处不可导. 

y y = 3p − 1

O

函数 ƒ () 在连续点的左右导数都不存在 (指摆动不定)，则 0 点不可导．

例如,

ƒ () =

{
 sin 1

 ,  6= 0

0,  = 0

在  = 0 处不可导.



y
y = 

y = −

若 ƒ ′ (0) =∞, 且在点 0 的两个单侧导数符号相反，则称点 0 为函数 ƒ () 的尖点 (不可导

点).
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y

0O 

y

0O

3.1.5 小结

1. 导数的实质: 增量比的极限, 即瞬时变化率;

2. ƒ ′ (0) = ⇐⇒ ƒ ′− (0) = ƒ ′
+
(0) = 

3. 导数的几何意义: 切线的斜率;

4. 可导的函数一定连续，但连续的函数不一定可导;

5. 求导数最基本的方法: 由定义求导数.

6. 判断可导性


不连续, 一定不可导.

连续

{
直接用定义;

看左右导数是否存在且相等

思考. 函数 ƒ () 在某点 0 处的导数 ƒ ′ (0) 与导函数 ƒ ′() 有什么区别与联系?

答案. 由导数的定义知，ƒ ′ (0) 是一个具体的数值，ƒ ′() 是由于 ƒ () 在某区间  上每一点

都可导而定义在  上的一个新函数，即 ∀ ∈ , 有唯一值 ƒ ′() 与之对应，所以

两者的区别是: 一个是数值，另一个是函数.

两者的联系是：在某点 0 处的导数 ƒ ′ (0) 即是导函数 ƒ ′() 在 0 处的函数值.
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3.2 求导法则与基本初等函数求导公式

3.2.1 函数的和、差、积、商的求导法则

定理 1. 如果函数 (),() 在点  处可导, 则它们的和、差、积、商 (除分母不为零外) 在

点  处也可导，并且

1. [() ± ()] ′ = ′() ± ′().
2. [() · ()] ′ = ′()() + ()′().

3.

ñ
()

()

ô′
=
′()() − ()′()

2()
, (() 6= 0).

证明. 设 ƒ () =
()

()
, (() 6= 0), 则

ƒ ′() = lim
h→0

ƒ ( + h) − ƒ ()
h

= lim
h→0

(+h)
(+h) − ()

()

h

= lim
h→0

( + h)() − ()( + h)

( + h)()h

= lim
h→0
[( + h) − ()]() − ()[( + h) − ()]

( + h)()h

= lim
h→0

(+h)−()
h · () − () · (+h)−()h

( + h)()

=
′()() − ()′()

[()]2

所以 ƒ () 在  处可导.

推论. 1.

[
n∑
=1

ƒ()

]′
=

n∑
=1

ƒ ′

()

2. [Cƒ ()] ′ = Cƒ ′(),C 为常数.
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3. [
n∏
=1

ƒ()

]′
= ƒ ′

1
()ƒ2() · · · ƒn()

+ · · · + ƒ1()ƒ2() · · · ƒ ′n()

=
n∑
=1

n∏
k=1
k 6=

ƒ ′

()ƒk()

例 1. 求 y = 3 − 22 + sin 的导数.

解. y′ = 32 − 4 + cos

例 2. 求 y = sin2 · ln 的导数.

解. ∵ y = 2sin · cos · ln
∴ y′ = 2cos · cos · ln + 2sin · (− sin) · ln

+ 2sin · cos · 1


= 2cos2 ln +
1


sin2

例 3. 求 y = tn 的导数.

解. 由条件可得

y′ = (tn)′ =
Ç
sin

cos

å′
=
(sin)′ cos − sin(cos)′

cos2 

=
cos2  + sin2 

cos2 
=

1

cos2 
= sec2 

即 (tn)′ = sec2 . 同理可得 (cot)′ = − csc2 .

例 4. 求 y = sec 的导数.
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解. 由条件知

y′ = (sec)′ =
Ç

1

cos

å′
=
−(cos)′
cos2 

=
sin

cos2 
= sec tn

同理可得 (csc)′ = − csc cot.
例 5. 求 y = sinh 的导数.

解. 由条件

y′ = (sinh)′ =
ñ
1

2

(
e − e−)ô′ = 1

2

(
e + e−

)
= cosh

同理可得 (cosh)′ = − sinh, (tnh)′ = 1

cosh2 
.

例 6. 设 ƒ () =

{
,  < 0

ln(1 + ),  ≥ 0 , 求 ƒ ′()

解. 分情况讨论

1. 当  < 0 时,

ƒ ′() = 1,

2. 当  > 0 时

ƒ ′() = lim
h→0

ln(1 +  + h) − ln(1 + )

h

= lim
h→0

1

h
ln

Ç
1 +

h

1 + 

å
=

1

1 + 
,

3. 当  = 0 时,

ƒ ′−(0) = lim
h→0−

(0 + h) − ln(1 + 0)

h
= 1,

ƒ ′
+
(0) = lim

h→0+
ln[1 + (0 + h)] − ln(1 + 0)

h
= 1,

所以 ƒ ′(0) = 1.
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综上，我们有

ƒ ′() =
{

1,  ≤ 0;
1

1+ ,  > 0.

练习. 求下列函数的导数．

(1) ƒ () = 5 − 44 + 2 + 3 + e

(2) ƒ () = ( + 2)(33 + 2)

答案. (1) ƒ ′() = 54 − 163 + 2 + 3；

(2) ƒ ′() = 123 + 182 + 4 + 4．

利用商的导数运算公式，可以得到：

(tn)′ = sec2  (3.2.1)

(cot)′ = − csc2  (3.2.2)

(sec)′ = sec · tn (3.2.3)

(csc)′ = − csc · cot (3.2.4)

其中，sec =
1

cos
，csc =

1

sin
．

3.2.2 反函数的求导法则

定理 2. 如果函数  = ϕ(y) 在某区间 y 内单调、可导且 ϕ′(y) 6= 0, 则它的反函数 y = ƒ ()

在对应区间  内也可导，且有

ƒ ′() =
1

ϕ′(y)
.

注记. 上式也可以写成
dy

d
=

1

d

dy

．



16 第三章 导数、微分、边际与弹性

证明. 任取  ∈ ,给 以增量 Δ (Δ 6= 0, + Δ ∈ ). 由 y = ƒ ()的单调性可知 Δy 6=
0, 于是有

Δy

Δ
=

1
Δ
Δy

,

由 ƒ () 连续，得 Δy→ 0 (Δ→ 0), 又知 ϕ′(y) 6= 0，故

ƒ ′() = lim
Δ→0

Δy

Δ
= lim

Δy→0
1
Δ
Δy

=
1

ϕ′(y)

即

ƒ ′() =
1

ϕ′(y)
.

例 7. 求函数 y = rcsin 的导数.

解. 易知  = siny 在 y =
Ä− π

2 , π2

ä
内单调、可导, 且

(siny)′ = cosy > 0,

于是在  = (−1,1) 内有

(rcsin)′ =
1

(siny)′
=

1

cosy
=

1»
1 − sin2 y

=
1√

1 − 2 .

同理可得

(rccos)′ = − 1√
1 − 2

(rctn)′ =
1

1 + 2
; (rccot)′ = − 1

1 + 2

例 8. 求函数 y = log  的导数.

解. 易知  = y 在 y = (−∞,+∞) 内单调、可导，且

(y)′ = y ln 6= 0,

因此在  = (0,+∞) 内可导, 导函数为：(
log 

)′ = 1

(y)′
=

1

y ln
=

1

 ln
.



3.2 求导法则与基本初等函数求导公式 17

特别地 (ln)′ =
1


.

利用反函数的求导法则可得

(rcsin)′ =
1√

1 − 2 (3.2.5)

(rccos)′ = − 1√
1 − 2 (3.2.6)

(rctn)′ =
1

1 + 2
(3.2.7)

(rccot)′ = − 1

1 + 2
(3.2.8)

(log )
′ =

1

 ln
(3.2.9)

3.2.3 复合函数的导数

例 9. [ƒ (g())] ′ = ƒ ′[g()] 一般不成立．比如

(sin2)′ 6= cos2.

实际上，我们有

(sin2)′ = (2sin cos)′ = 2(sin cos)′

= 2
[
(sin)′ · cos + sin · (cos)′]

= 2[cos · cos + sin · (− sin)]
= 2[cos2  − sin2 ]

= 2cos2

定理 3. 设 y = ƒ ()， = g()，则它们的复合函数 y = ƒ [g()] 的导数公式为：

y′

= y′


· ′



或者

dy

d
=
dy

d
· d
d

.
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或者

[ƒ (g())] ′ = ƒ ′(g()) · g′()

证明. 由 y = ƒ () 在点 0 可导, 得 lim
Δ→0

Δy

Δ
= ƒ ′ (0) . 故

Δy

Δ
= ƒ ′ (0) + α

Å
lim
Δ→0α = 0

ã
所以 Δy = ƒ ′ (0)Δ + αΔ. 因此

lim
Δ→0

Δy

Δ
= lim

Δ→0

ñ
ƒ ′ (0)

Δ

Δ
+ α

Δ

Δ

ô
= ƒ ′ (0) lim

Δ→0
Δ

Δ
+ lim

Δ→0α lim
Δ→0

Δ

Δ

= ƒ ′ (0)g′ (0)

例 10. 求复合函数的导数：

(1) y = (1 + 2)6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .12(1 + 2)5

(2) y = e32+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6e32+1

(3) y = ln(sin) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . cot

(4) y =
√
2 + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

√
2 + 1

练习 1. 求复合函数的导数：

(1) y = e22−6

(2) y =
√
22 − 4 + 1

(3) y =
sin3

2

推论. 设 y = ƒ ()， = g()， = h()．则复合函数 y = ƒ (g(h())) 的导数公式为：

y′

= y′


· ′


· ′



或者

dy

d
=
dy

d
· d
d
· d
d

.
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例 11. 求三重复合函数的导数：

(1) y = e
p−2+1

(2) y = ln(cos(3 + 1))

练习 2. 求三重复合函数的导数：

(1) y = e
p

2−1

(2) y = tn2(32 + 1)

3.2.4 小结

(C)′ = 0 (μ)′ = μμ−1

(sin)′ = cos (cos)′ = − sin
(tn)′ = sec2  (cot)′ = − csc2 
(sec)′ = sec tn (csc)′ = − csc cot
()′ =  ln (e)′ = e(
log 

)′ = 1

 ln
(ln)′ =

1



(rcsin)′ =
1√

1 − 2 (rccos)′ = − 1√
1 − 2

(rctn)′ =
1

1 + 2
(rccot)′ = − 1

1 + 2

设  = (), = () 可导，则

1. ( ± )′ = ′ ± ′

2. (C)′ = C′ (C 是常数)

3. ()′ = ′ + ′

4.
Å


ã′
=
′ − ′

2
( 6= 0)
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设函数  = ϕ(y) 在某区间 y 内单调、可导且 ϕ′(y) 6= 0, 那么它的反函数 y = ƒ () 在对应

区间  = ϕ
(
y
)
内也可导, 且有

ƒ ′() =
1

ϕ′(y)
.

设 y = ƒ (), 而  = g() 则复合函数 y = ƒ [g()] 的导数为

dy

d
=
dy

d
· d
d

或

y′() = ƒ ′() · g′().

1. 利用上述公式及法则, 初等函数求导问题可完全解决.

2. 注意: 初等函数的导数仍为初等函数.

注意：

1. [() · ()] ′ 6= ′() · ′();

2.

ñ
()

()

ô′
6= ′()
′()

;

3. 分段函数求导时, 分界点导数用左右导数求;

4. 反函数的求导法则 (注意成立条件);

5. 复合函数的求导法则 (注意函数的复合过程, 合理分解正确使用链导法).

已能求导的函数: 可分解成基本初等函数, 或常数与基本初等函数的和、差、积、商.

选择. 若 ƒ () 在 0 不可导， = g() 在 0 可导，且 0 = g (0) , 则 ƒ [g()] 在 0 处

( )

(1) 必可导 (2) 必不可导 (3) 不一定可导

答案. 正确地选择是 (3)

(1) 反例：ƒ () = || 在  = 0 处不可导, 取  = g() = sin 在  = 0 处可导, ƒ [g()] =

| sin| 在  = 0 处不可导.

(2) 反例：取  = g() = 4 在  = 0 处可导, ƒ [g()] =
∣∣4∣∣ = 4 在  = 0 处可导.
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思考. 求曲线 y = 2 − 3 上与  轴平行的切线方程.

答案. 易知 y′ = 2 − 32，令 y′ = 0 得

1 =

√
2

3
, 2 = −sqrt2

3

故切点为

(

√
2

3
,
4
p
6

9
), (−

√
2

3
,− 4
p
6

9
)

所求切线方程为 y = 4
p
6

9 和 y = − 4
p
6

9

3.3 高阶导数

3.3.1 高阶导数的定义

问题 (变速直线运动的加速度). 设 s = ƒ (t), 则瞬时速度为 (t) = ƒ ′(t)．因为加速度  是速

度  对时间 t 的变化率, 因此

(t) = ′(t) = [ƒ ′(t)] ′

定义. 如果函数 ƒ () 的导数 ƒ ′() 在点  处可导, 即

(ƒ ′())′ = lim
Δ→0

ƒ ′( + Δ) − ƒ ′()
Δ

存在, 则称 (ƒ ′())′ 为函数 ƒ () 在点  处的二阶导数，记作

ƒ ′′(),y′′,
d2y

d2
或

d2ƒ ()

d2
.

类似地，我们可以定义：

• 二阶导数的导数称为三阶导数, ƒ ′′′(),y′′′, d3y
d3 .

• 三阶导数的导数称为四阶导数, ƒ (4)(),y(4), d4y
d4 .

• 一般地, 函数 ƒ () 的 n − 1 阶导数的导数称为函数 ƒ () 的 n 阶导数, 记作

ƒ (n)(),y(n),
dny

dn
或
dnƒ ()

dn
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二阶和二阶以上的导数统称为高阶导数. 相应地, ƒ () 称为零阶导数 ; ƒ ′() 称为一阶导
数.

3.3.2 高阶导数的求法

高阶导数的求法主要有

1. 直接法：由高阶导数的定义逐步求高阶导数.

2. 间接法：利用已知的高阶导数公式, 通过四则运算, 变量代换等方法, 求出 n 阶导数.

例 1. 设 y = rctn, 求 ƒ ′′(0), ƒ ′′′(0).

解. 易知

y′ =
1

1 + 2
, y′′ =

Ç
1

1 + 2

å′
=
−2

(1 + 2)2
,

y′′′ =
Ç −2
(1 + 2)2

å′
=
2
(
32 − 1)
(1 + 2)3

.

因此

ƒ ′′(0) =
−2

(1 + 2)2

∣∣∣∣∣
=0

= 0; ƒ ′′′(0) =
2
(
32 − 1)
(1 + 2)3

∣∣∣∣∣
=0

= −2.

例 2. 设 y = α(α ∈ R), 求 y(n).

解. 由条件易得

y′ = αα−1

y′′ =
(
αα−1

)′ = α(α − 1)α−2
y′′′ =

(
α(α − 1)α−2)′ = α(α − 1)(α − 2)α−3

· · · · · ·
y(n) = α(α − 1) · · · (α − n + 1)α−n (n ≥ 1)

若 α 为自然数 n, 则

y(n) = (n)(n) = n!, y(n+1) = (n!)′ = 0
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求 n 阶导数时, 求出 1-3 或 4 阶后, 不要急于合并, 分析结果的规律性, 写出 n 阶导

数.(可用数学归纳法证明)

例 3. 设 y = ln(1 + ), 求 y(n).

解. 由条件易得

y′ = 1
1+ , y′′ = − 1

(1+)2 ,

y′′′ = 2!
(1+)3 , y(4) = − 3!

(1+)4 ,

· · · · · ·
y(n) = (−1)n−1 (n−1)!(1+)n , (n ≥ 1,0! = 1)

例 4. 设 y = sin, 求 y(n).

解. 由条件易得

y′ = cos = sin
Ä
 + π

2

ä
,

y′′ = cos
Ä
 + π

2

ä
= sin

Ä
 + π

2 +
π
2

ä
= sin

Ä
 + 2 · π2

ä
,

y′′′ = cos
Ä
 + 2 · π2

ä
= sin

Ä
 + 3 · π2

ä
,

· · · · · ·
(sin)(n) = sin

Ä
 + n · π2

ä
.

同理可得 (cos)(n) = cos
Ä
 + n · π2

ä
例 5. 设 y = e sinb(,b 为常数 ), 求 y(n).

解. 由条件知

y′= e sinb + be cosb

= e( sinb + b cosb)

= e ·√2 + b2 sin(b + ϕ)

Ç
ϕ = rctn

b



å
y′′=

√
2 + b2 · [e sin(b + ϕ) + be cos(b + ϕ)]

=
√
2 + b2 · e ·√2 + b2 sin(b + 2ϕ)

y(n)=
(
2 + b2

) n
2 · e sin(b + nϕ)

Ç
ϕ = rctn

b



å
设函数  和  具有 n 阶导数，则
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1. ( ± )(n) = (n) ± (n);
2. (C)(n) = C(n)

3. ( · )(n) = (n) + n(n−1)′ +
n(n − 1)

2!
(n−2)′′

+
n(n − 1) · · · (n − k + 1)

k!
(n−k)(k)

+ · · · + (n)

=
n∑

k=0

Ck
n
(n−k)(k) 莱布尼茨公式

例 6. 设 y = 2e2, 求 y(20).

解. 设  = e2, = 2, 则由莱布尼兹公式知

y(20)=
(
e2

)(20) · 2 + 20
(
e2

)(19) · (2)′
+
20(20 − 1)

2!

(
e2

)(18) · (2)′′ + 0

= 220e2 · 2 + 20 · 219e2 · 2
+
20 · 19
2!

218e2 · 2
= 220e2

(
2 + 20 + 95

)
利用已知的高阶导数公式, 通过四则运算, 变量代换等方法, 求出 n 阶导数.

常用高阶导数公式

(1) ()(n) =  · lnn ( > 0) (e)(n) = e

(2) (sink)(n) = kn sin
Å
k + n · π

2

ã
(3) (cosk)(n) = kn cos

Å
k + n · π

2

ã
(4) (α)(n) = α(α − 1) · · · (α − n + 1)α−n

(5) (ln)(n) = (−1)n−1 (n − 1)!
n

Ç
1



å(n)
= (−1)n n!

n+1
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例 7. 设 y = 1
2−1 , 求 y(5).

解. 由

y =
1

2 − 1 =
1

2

Ç
1

 − 1 −
1

 + 1

å
得

y(5) =
1

2

ñ −5!
( − 1)6 −

−5!
( + 1)6

ô
= 60

ñ
1

( + 1)6
− 1

( − 1)6
ô

例 8. 设 y = sin6  + cos6 , 求 y(n).

解. 由条件可得

y=
Ä
sin2 

ä3
+
(
cos2 

)3
=
Ä
sin2  + cos2 

äÄ
sin4  − sin2  cos2  + cos4 

ä
=
Ä
sin2  + cos2 

ä2 − 3sin2  cos2 

= 1 − 3

4
sin2 2 = 1 − 3

4
· 1 − cos4

2

=
5

8
+
3

8
cos4

于是 y(n) = 3
8 · 4n · cos Ä4 + n · π2

ä
.

3.3.3 小结

1. 高阶导数的定义及物理意义

2. 高阶导数的运算法则 (莱布尼兹公式);

3. 高阶导数的求法

• 直接法：由高阶导数的定义逐步求高阶导数.

• 间接法：利用已知的高阶导数公式, 通过四则运算, 变量代换等方法, 求出 n 阶导数.
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思考. 设 g′() 连续，且 ƒ () = ( − )2g(), 求 ƒ ′′().

答案. 由 g() 可导，可得

ƒ ′() = 2( − )g() + ( − )2g′().
又 g′′() 不一定存在，故 ƒ ′′() 需用定义求．

ƒ ′′() = lim
→

ƒ ′() − ƒ ′()
 − 

= lim
→

ƒ ′()
 −  = lim

→ [2g() + ( − )g′()] = 2g()

3.4 隐函数及由参数方程所确定的函数的导数

3.4.1 隐函数的导数

• 显函数：由 y = ƒ () 直接确定的函数关系．

• 隐函数：由 F(,y) = 0 所确定的函数 y = y() 称为隐函数．

F(,y) = 0 =⇒ y = ƒ () 隐函数的显化

问题. 隐函数不易显化或不能显化如何求导?

答案. 利用复合函数求导法则，将 y 看成  的函数，方程两边同时对  求导．

例 1. 求由方程 y − e + ey = 0 所确定的隐函数 y 的导数 dy
d , dy

d

∣∣∣
=0

解. 方程两边对  求导,

y + 
dy

d
− e + ey

dy

d
= 0

解得

dy

d
=
e − y
 + ey

,

故

dy

d

∣∣∣∣∣
=0

=
e − y
 + ey

∣∣∣∣∣
=0

= 1.
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例 2. 设曲线 C 的方程为 3 + y3 = 3y, 求过 C 上点
Ä
3
2 , 32

ä
的切线方程, 并证明曲线 C 在

该点的法线通过原点.

解. 方程两边对  求导得

32 + 3y2y′ = 3y + 3y′

故

y′|( 32 , 32 ) =
y − 2
y2 − 

∣∣∣∣∣
( 32 , 32 )

= −1

所求切线方程为

y − 3

2
= −

Ç
 − 3

2

å
, 即  + y − 3 = 0.

法线方程为 y − 3
2 =  − 3

2 , 即 y = ，显然通过原点.

例 3. 设 4 − y + y4 = 1, 求 y′′ 在点 (0,1) 处的值.

解. 方程两边对  求导得

43 − y − y′ + 4y3y′ = 0 (1)

代入  = 0,y = 1 得 y′|(0,1) =
1
4 . 将方程 (1) 两边再对  求导得

122 − 2y′ − y′′ + 12y2 (y′)2 + 4y3y′′ = 0,

代入  = 0,y = 1, y′|(0,1) =
1
4 得

y′′|(0,1) = −
1

16
.

练习 1. 求由方程确定的隐函数的导数 y′

：

(1) ey + e − 3 + 4y2 = 0；

(2) 3y + 22y2 + 4 = 0．

对于多个函数相乘除或者幂指数函数 (())() 的情形，可以先在方程两边取对数, 然后
利用隐函数的求导方法求出导数.

例 4. 设 y =
( + 1) 3p − 1
( + 4)2e

, 求 y′
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例子. 设 y =
( + 1) 3p − 1
( + 4)2e

, 求 y′.

解. 等式两边取对数得

lny = ln( + 1) +
1

3
ln( − 1) − 2 ln( + 4) − 

上式两边对  求导得
y′

y
=

1

 + 1
+

1

3( − 1) −
2

 + 4
− 1,

因此

y′ =
( + 1) 3p − 1
( + 4)2e

ñ
1

 + 1
+

1

3( − 1) −
2

 + 4
− 1
ô
.

例 5. 设 y = sin( > 0), 求 y′.

解. 等式两边取对数得 lny = sin · ln. 上式两边对  求导得

1

y
y′ = cos · ln + sin · 1



从而

y′ = y

Ç
cos · ln + sin · 1



å
= sin

Ç
cos · ln + sin



å
一般地, 对于函数 ƒ () = ()() (() > 0), 因为

ln ƒ () = () · ln(),
并且

d

d
ln ƒ () =

1

ƒ ()
· d
d

ƒ ()

所以

ƒ ′() = ƒ () · d
d

ln ƒ (),

从而

ƒ ′() = ()()
ñ
′() · ln() + ()′()

()

ô
.
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3.4.2 由参数方程所确定的函数的导数

若参数方程

{
 = ϕ(t)
y = ψ(t)

确定 y 与  间的函数关系，称此为由参数方程所确定的函数.

例 6. 参数方程

{
 = 2t,

y = t2,
消去参数 t 可得

y = t2 =
Å
2

ã2
=
2

4
.

显然，y′ = 1
2

问题. 消参困难或无法消参如何求导?

答案. 考察方程

{
 = ϕ(t)
y = ψ(t)

，假设函数  = ϕ(t) 具有单调连续的反函数 t = ϕ−1(), 则

y = ψ
[
ϕ−1()

]
再设函数  = ϕ(t),y = ψ(t) 都可导, 且 ϕ(t) 6= 0, 由复合函数及反函数的求导法则得

dy

d
=
dy

dt
· dt
d
=
dy

dt
· 1
d
dt

=
ψ′(t)
ϕ′(t)

即
dy

d
=

dy
dt
d
dt

.

若函数

{
 = ϕ(t)
y = ψ(t)

二阶可导，则

d2y

d2
=

d

d
·
Ç
dy

d

å
=

d

dt

Ç
ψ′(t)
ϕ′(t)

å/d

dt

=
ψ′′(t)ϕ′(t) − ψ′(t)ϕ′′(t)

ϕ′2(t)
· 1

ϕ′(t)
即

d2y

d2
=
ψ′′(t)ϕ′(t) − ψ′(t)ϕ′′(t)

[ϕ′(t)]3

例 7. 求摆线

{
 = (t − sin t)
y = (1 − cos t) 在 t =

π

2
处的切线方程.
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解. 由条件可得

dy

d
=

dy
dt
d
dt

=
 sin t

 −  cos t =
sin t

1 − cos t ,

于是

dy

d

∣∣∣∣∣
t= π

2

=
sin π

2

1 − cos π
2

= 1.

当 t = π
2 时,  = 

Ä
π
2 − 1

ä
,y = , 故所求切线方程为

y −  =  − 
Åπ
2
− 1
ã

, 即 y =  + 
Å
2 − π

2

ã
例 8. 求由方程

{
 =  cos3 t

y =  sin3 t
表示的函数的二阶导数.

解. 由条件可得

dy

d
=

dy
dt
d
dt

=
3 sin2 t cos t

3 cos2 t(− sin t) = − tn t,

d2y

d2
=

d

d

Ç
dy

d

å
=
(− tn t)′
( cos3 t)′

=
− sec2 t

−3 cos2 t sin t
=

sec4 t

3 sin t

3.4.3 小结

1. 隐函数求导法则: 直接对方程两边求导;

2. 对数求导法: 对方程两边取对数, 按隐函数的求导法则求导;

3. 参数方程求导: 实质上是利用复合函数求导法则;

思考. 设

{
 = ϕ(t)
y = ψ(t)

, 由 y′

=
ψ′(t)
ϕ′(t)

(ϕ′(t) 6= 0) 可知 y′′

=
ψ′′(t)
ϕ′′(t)

, 对吗?

答案. 不对.

y′′

=

d

d

Ä
y′


ä
=
dy′



dt
· dt
d
=

Ç
ψ′(t)
ϕ′(t)

å′
t

· 1

ϕ′(t)
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3.5 函数的微分

3.5.1 微分的定义

例 1. 一块正方形金属薄片受热后，其边长由 0 增加到 0+Δ．求此薄片面积的改变量 Δy．

解. 正方形面积为 y = ƒ () = 2．则面积改变量为

Δy = (0 + Δ)2 − 2
0
= 20Δ + (Δ)2.

比如，当 0 = 1, Δ = 0.1 时，

Δy = 2 · 1 · 0.1 + 0.12 = 0.2 + 0.01.

注记. 若 Δ 很小，则 20Δ 远比 (Δ)2 大．因此

Δy ≈ 20Δ 即 Δy ≈ ƒ ′(0)Δ

定义 1. 对于自变量在点 0 处的改变量 Δ，如果函数 y = ƒ () 的相应改变量 Δy 可以表示

为

Δy = AΔ + o(Δ) (Δ→ 0)

其中 A 与 Δ 无关，则称 y = ƒ () 在点 0 处可微，并称 AΔ 为函数 y = ƒ () 在点 0 处

(相应于自变量增量 Δ) 的微分，记为

dy|=0 或 dƒ (0),

即

dy|=0 = AΔ.

注记. 微分 dy 叫做函数增量 Δy 的线性主部.

由定义知：

1. dy 是自变量的改变量 Δ 的线性函数;

2. Δy − dy = o(Δ) 是 Δ 的高阶无穷小;
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3. 当 A 6= 0 时, 有
Δy

dy
= 1 +

o(Δ)

A · Δ → 1 (Δ→ 0),

即 dy 与 Δy 是等价无穷小;

4. A 是与 Δ 无关的常数, 但与 ƒ () 和 0 有关;

5. 当 |Δ| 很小时, Δy ≈ dy (线性主部).

定理. y = ƒ () 在点 0 处可微 ⇐⇒ y = ƒ () 在点 0 处可导，且 A = ƒ ′(0).

证明. (=⇒) 由 ƒ () 在点 0 可微可得

Δy = A · Δ + o(Δ),

所以

Δy

Δ
= A +

o(Δ)

Δ
.

于是

lim
Δ→0

Δy

Δ
= A + lim

Δ→0
o(Δ)

Δ
= A

即函数 ƒ () 在点 0 可导, 且 A = ƒ ′ (0).

(⇐=) 因为函数 ƒ () 在点0 可导, 因此

lim
Δ→0

Δy

Δ
= ƒ ′ (0) =⇒ Δy

Δ
= ƒ ′ (0) + α

其中 α→ 0 (Δ→ 0), 从而

Δy = ƒ ′ (0) · Δ + α · (Δ) = ƒ ′ (0) · Δ + o(Δ).

由可微的定义可知函数 ƒ () 在点 0 可微，且 A = ƒ ′ (0) .

函数 y = ƒ ()在任意点 的微分，称为函数的微分，记作 dy或 dƒ (),即 dy = ƒ ′()Δ.

1. 函数 ƒ () 在点 0 处的导数是一个定数 ƒ ′ (0),而微分 dy = ƒ ′ (0) ( − 0) 是 − 0
的线性函数, 它的定义域是 R. 注意到

lim
→0 dy = lim

→0 ƒ
′ (0) ( − 0) = 0,

因此, dy 是当 → 0 时的无穷小.
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2. 从几何意义上来看, ƒ ′ (0) 是曲线 y = ƒ () 在点 (0, ƒ (0)) 处切线的斜率, 而微分

dy = ƒ ′ (0) ( − 0) 是曲线 y = ƒ () 在点 (0, ƒ (0)) 处的切线方程在点 0 的纵坐

标增量.

例 2. 求 y = 2 当  = 2，Δ = 0.01 时的微分．

解. dy = (2)′ Δ = 2Δ，所以

dy
∣∣∣∣=2Δ=0.01

= 2 × 2 × 0.01 = 0.04.

通常把自变量  的增量 Δ 称为自变量的微分记作 d, 即 d = Δ. 于是我们有

dy = ƒ ′()d =⇒ dy

d
= ƒ ′()

即函数的微分 dy 与自变量的微分 d 之商等于该函数的导数. 导数也叫"微商".

练习 1. 求下列函数的微分：

(1) y = e (2) y = sin(3 + 2)

答案. (1) dy = y′

d = (e)′


d = ( + 1)e d．

(2) dy = y′

d =

(
sin(3 + 2)

)′

d

= 3cos(3 + 2)d

．

3.5.2 微分的几何意义



y

T

M

N

0 0 + Δ

Δ

dy
Δy
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当 Δ 很小时，切线纵坐标对应的增量 dy 可以近似替代曲线纵坐标对应的增量 Δy.

3.5.3 基本初等函数的微分公式与微分运算法则

由 dy = ƒ ′()d 可知，要计算函数的微分，只需计算函数的导数, 然后再乘以自变量的

微分.

1. 基本初等函数的微分公式

d(C) = 0 d (μ) = μμ−1d
d(sin) = cosd d(cos) = − sind
d(tn) = sec2 d d(cot) = − csc2 d
d(sec) = sec tnd d(csc) = − csc cotd

d () =  lnd d (e) = ed

d
(
log 

)
=

1

 ln
d d(ln) =

1


d

d(rcsin) =
1√

1 − 2d d(rccos) = − 1√
1 − 2d

d(rctn) =
1

1 + 2
d d(rccot) = − 1

1 + 2
d

2. 函数和、差、积、商的微分法则

d( ± ) = d ± d d(C) = Cd

d() = d + d d
Å


ã
=
d − d

2

3. 复合函数的微分法则
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1. 若 y = ƒ ()，则有 dy = ƒ ′()d；

2. 若 y = ƒ (), = g()，则仍有 dy = ƒ ′()d．

无论  是自变量还是中间变量，函数 y = ƒ () 的微分形式总是 dy = ƒ ′()d, 称为一阶微
分的形式不变性．

例 3. [sin] ′ = cos，但是 [sin2] ′ 6= cos2．

d(sin) = cosd =⇒ d(sin2) = cos2d(2)．

例 4. 设 y = ln
Ä
 + e2

ä
, 求 dy.

解. ∵ y′ =
1 + 2e2

 + e2
, ∴ dy =

1 + 2e2

 + e2
d

例 5. 设 y = e1−3 cos, 求 dy.

解. 易知 dy = cos · d (
e1−3

)
+ e1−3 · d(cos). 因为(

e1−3
)′
= −3e1−3, (cos)′ = − sin

所以

dy = cos · (−3e1−3)d + e1−3 · (− sin)d
= −e1−3(3cos + sin)d

例 6. 设 y = sin(2 + 1), 求 dy.

解. 因为 y = sin, = 2 + 1. 所以

dy = cosd = cos(2 + 1)d(2 + 1)

= cos(2 + 1) · 2d = 2cos(2 + 1)d

例 7. 设 y = e− sinb, 求 dy.

解. 由条件易知

dy = e− · cosbd(b) + sinb · e− d(−)
= e− · cosb · bd + sinb · e− · (−)d
= e−(b cosb −  sinb)d
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例 8. 在下列等式左端的括号中填入适当的函数, 使等式成立.

(1) d( ) = cosωt dt (2) d
(
sin2

)
= ( )d(

p
)

解. (1) 因为 d(sinωt) = ω cosωt dt, 所以

cosωt dt =
1

ω
d(sinωt) = d

Ç
1

ω
sinωt

å
从而 d

Ä
1
ω sinωt + C

ä
= cosωt dt (2)因为

d
(
sin2

)
d(
p
)

=
2 cos2 d

1
2
p
 d

= 4
p
 cos2

故 d
(
sin2

)
=
Ä
4
p
 cos2

ä
d(
p
)

3.5.4 微分在近似计算中的应用

若 y = ƒ () 在点 0 处的导数 ƒ ′ (0) 6= 0, 且 |Δ| 很小时,
Δy|=0 ≈ dy

∣∣
=0

= ƒ ′ (0) · Δ.

1. 求 ƒ () 在点  = 0 附近的近似值 由 Δy = ƒ (0 + Δ) − ƒ (0) ≈ ƒ ′ (0) · Δ 得:
ƒ (0 + Δ) ≈ ƒ (0) + ƒ ′ (0) · Δ

2. 求 ƒ () 在点  = 0 附近的近似值 令 0 = 0, Δ = , 则由上式可得

ƒ () ≈ ƒ (0) + ƒ ′(0) · 
例 9. 计算 cos60◦30′ 的近似值.

解. 设 ƒ () = cos, 则 ƒ ′() = − sin, ( 为弧度). 于是

cos60◦30′= cos
Åπ
3
+

π

360

ã
≈ cos π

3
− sin π

3
· π

360

=
1

2
−
p
3

2
· π

360
≈ 0.4924

例 10. 半径 10 厘米的金属圆片加热后, 半径伸长了 0.05 厘米, 问面积增大了多少?

解. 设 A = πr2, r = 10 厘米, Δr = 0.05 厘米. 则

ΔA ≈ dA = 2πr · Δr = 2π × 10 × 0.05 = π (厘米 2
)
.
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当 || 很小时, 有

1. n
√
1 +  ≈ 1 + 1

n
;

2. sin ≈  ( 为弧度);

3. tn ≈  ( 为弧度);

4. e ≈ 1 + 

5. ln(1 + ) ≈ 

例 11. 计算下列各数的近似值,

1. 3p998.5
2. e−0.03

解. (1) 3p998.5 = 3p1000 − 1.5
= 3

√
1000

Ä
1 − 1.5

1000

ä
= 10 3p1 − 0.0015

≈ 10 Ä1 − 1
3 × 0.0015

ä
= 9.995

(2) e−0.03 ≈ 1 − 0.03 = 0.97.

3.5.5 小结

微分学所要解决的两类问题:®
函数的变化率问题 =⇒ 导数的概念

函数的增量问题 =⇒ 微分的概念

求导数与微分的方法, 叫做微分法. 研究微分法与导数理论及其应用的科学, 叫做微分学.

导数与微分的联系: 可导 ⇐⇒ 可微.
若 y = ƒ () 在点 0 处的导数 ƒ ′ (0) 6= 0, 且 |Δ| 很小时,

Δy|=0 ≈ dy
∣∣
=0

= ƒ ′ (0) · Δ.
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1. ƒ () 在点  = 0 附近的近似值为：

ƒ () ≈ ƒ (0) + ƒ ′ (0) · ( − 0)
2. ƒ () 在点  = 0 附近的近似值为：

ƒ () ≈ ƒ (0) + ƒ ′(0) · 
思考. 某家有一机械挂钟, 钟摆的周期为 1 秒. 在冬季, 摆长缩短了 0.01 厘米, 这只钟每天大

约快多少? (单摆的周期公式为: T = 2π

√


g
( 为摆长, 单位: cm, g 取 980 cm/s2.)

答案. 由 T = 2π

√


g
, 可得

dT

d
=

π√
g
. 当|Δ| <<  时,

ΔT ≈ dT = π√
g
Δ.

据题设, 摆的周期是 1 秒, 由此可知摆的原长为 g
(2π)2 (cm). 现摆长的改变量 Δ = −0.01

cm, 于是周期的改变量为

ΔT ≈ dT = π√
g · g

(2π)2

× (−0.01)

=
2π2

g
× (−0.01) ≈ −0.0002(s)

也就是说, 由于摆长缩短了 0.01cm, 钟摆的周期便相应缩短了大约 0.0002 秒, 即每秒约快

0.0002 秒, 从而每天约快 0.0002 × 24 × 60 × 60 = 17.289(s).

3.6 边际与弹性

3.6.1 边际的概念

定义 1. 设函数 y = ƒ () 在  处可导，则称导数 ƒ ′() 为 ƒ () 的边际函数. ƒ ′() 在 0 处

的值 ƒ ′ (0) 为边际函数值.

当  = 0 时， 改变一个单位，y 改变 ƒ ′ (0) 个单位.
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例 1. 设函数 y = 22, 试求 y 在  = 5 时的边际函数值.

解. 因为 y′ = 4, 所以 y′|=5 = 20.

该值表明: 当  = 5 时， 改变 1 个单位 (增加或减少 1 个单位)，y 改变 20 个单位（增加

或减少 20 个单位).

3.6.2 经济学中常见的边际函数

1. 边际成本

2. 边际收益

3. 边际利润

1. 边际成本：总成本函数 C(Q) 的导数，记为 MC(Q) = C′(Q)．

边际成本的含义：假定已经生产了 Q 件产品, 再生产一件产品所增加的成本.

注记. 当边际成本小于平均成本 C(Q)
Q 时，应增加产量，反之，应减小产量．

例 2. 设某产品生产 Q 单位的总成本为

C(Q) = 1100 +
Q2

1200

求:

(1) 生产 900 个单位的总成本和平均成本;

(2) 生产 900 个单位到 1000 个单位时的总成本的平均变化率;

(3) 生产 900 个单位的边际成本，并解释其给济意义.

解. (1) 生产 900 个单位时的总成本为

C(Q)|Q=900 = 1100 +
9002

1200
= 1775
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解 (续). 平均成本为

C(Q)
∣∣∣
Q=900

=
1775

900
= 1.99.

(2) 生产 900 个单位到 1000 个单位时总成本的平均变化率为
ΔC(Q)

ΔQ
=
C(1000) − C(900)

1000 − 900 =
1993 − 1775

100
= 1.58.

(3) 边际成本函数

C′(Q) =
2Q

1200
=

Q

600
,

当 Q = 900 时的边际成本为 C′(Q)|Q=900 = 1.5.

2. 边际收益：总收益函数 R(Q) 的导数, 记为 MR(Q) = R′(Q)．

假定已经销售了 Q 件产品, 再销售一个件产品所增加的总收益.

注记. 若价格 P 为 Q 的函数，则

R(Q) = P(Q)Q =⇒ R′(Q) = P(Q) + QP′(Q).

例 3. 设某产品的需求函数为 P = 20 − Q

5
, 其中 P 为价格，Q 为销售量，求销售量为 15 个

单位时的总收益，平均收益与边际收益．并求销售量从 15 个单位增加到 20 个单位时收益的

平均变化率．

解. 总收益为

R = QP(Q) = 20Q − Q2

5
.

销售 15 个单位时总收益为

R|Q=15 =
Ç
20Q − Q2

5

å∣∣∣∣∣
Q=15

= 255.

解 (续). 平均收益为

R |Q=15 = R(Q)

Q

∣∣∣∣∣
o=15

=
255

15
= 17.

边际收益为

R(Q)|Q=15 =
Ç
20 − 2

5
Q

å∣∣∣∣∣
Q=15

= 14.
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当销售量从 15 个单位增加到 20 个单位时收益的平均变化率为

ΔR

ΔQ
=
R(20) − R(15)

20 − 15 =
320 − 255

5
= 13.

3. 边际利润：总利润函数 L(Q) 的导数.

若已生产了 Q 件产品, 再生产一件产品增加的总利润.

注记. L(Q) = R(Q) − C(Q) =⇒ L′(Q) = R′(Q) − C′(Q).

R′(Q)


> C′(Q)
= C′(Q)
< C′(Q)

时, L′(Q)


> 0
= 0
< 0

边际收益大于边际成本时，边际利润增加；反之，边际利润减小.

例 4. 某工厂对其产品的销售情况进行大量统计后分析后，得出总利润 L(Q) (元) 与每月产量

Q (吨) 的关系为 L = L(Q) = 250Q − 5Q2, 试确定每月生产 20 吨，25 吨，35 吨的边际利

润，并做出经济解释.

解. 边际利润为 L′(Q) = 250 − 10Q, 则

L′(Q)|Q=20 = L′(20) = 50,

L′(Q)|Q=25 = L′(25) = 0,

L′(Q)|Q=35 = L′(35) = −100.
上述结果表明当生产量为每月 20 吨时，再增加一吨，利润将增加 50 元，当产量为每月 25

吨时，再增加一吨，利润不变；当产量为 35 吨时，再增加一吨，利润将减少 100．此处说明，

对厂家来说，并非生产的产品越多，利润越高.

3.6.3 弹性的概念

例 5. 函数 y = 2, 当 x 从 8 到 10 时, 相应的 y 从 64 增加到 100，即自变量 x 的绝对增

量 Δ = 2, 函数 y 绝对增量 Δy = 36 又

Δ


=
2

8
= 25%,

Δy

y
=
36

64
= 56.25%
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即当  = 8 增加到  = 1 时， 增加了 25% 时, y 也相应的增加了 56.25%．这里
Δ


,
Δy

y
为自变量和函数的相对改变量(或相对增量).

在本例中，再引入以下公式

Δy

y

/Δ


=
56.25%

25%
= 2.25.

该式表示在开区间 (8,10) 内, 从  = 8 时起,  每增加 1%, 则相应的 y 便平均改变 2.25%,

这里称之为  = 8 增加到  = 10 时，函数 y = 2 的平均相对变化率.

于是又有以下定义.

定义. 设函数 y = ƒ () 在点 0 处可导，且 0 6= 0, 称函数的相对改变量

Δy

y0
=
ƒ (0 + Δ) − ƒ (0)

ƒ (0)

与自变量的相对改变量
Δ

0
之比

Δy/y0

Δ/0
为函数从 0 到 0 + Δ 两点间的平均相对变化率，

或称为 0 与 0 + Δ 两点间的弹性或弧弹性.

当 Δ → 0 时, 若
Δy/y0

Δ/0
的极限存在，则该极限称为函数 y = ƒ () 在  = 0 处的相对

变化率，也就是相对导数，或称为函数 y = ƒ () 在  = 0 处的点弹性. 记作
Ey

E

∣∣∣∣∣
=0

或

E

E
ƒ (0) 即

Ey

E

∣∣∣∣∣
=0

= lim
Δ→0

Δy/y0

Δ/0
= lim

Δ→0
Δy

Δ
· 0
y0

= ƒ ′ (0) · 0

ƒ (0)

当 0 为定值时,
Ey

E

∣∣∣∣∣
=0

为定值，且当 |Δ| 很小时,

Ey

E

∣∣∣∣∣
=0

≈ Δy

y0

/Δ

0
( = 弧弹性).



3.6 边际与弹性 43

定义 (弹性函数的定义). 一般地，若函数 y = ƒ () 在区间内 (,b) 可导，且 ƒ () 6= 0, 则称

Ey

E
= lim

Δ→0
Δy/y

Δ/
= lim

Δ→0
Δy

Δ
· 
y
= y′ · 

y

为函数 y = ƒ () 在区间 (,b) 内的点弹性函数，简称弹性函数.

函数的弹性 ( 点弹性或弧弹性) 与量纲无关, 函数 ƒ () 在点  处的弹性 E
E ƒ () 反映了  的

变化幅度
Δ


对 ƒ () 变化幅度 Δy

y 的大小影响，也就是 ƒ () 对  变化反应的强烈程度或灵

敏度. 由弹性的定义可知:
Ey

E
= y′ · 

y
=
y′
y


=

Ç
边际函数

平均函数

å
这样，弹性在经济学上又可理解为边际函数与平均函数之比.

例 6. 求函数 y = α(α 为常数 ) 的弹性函数.

解. 直接计算得到所求的弹性函数为
E

Ey
=
y


y′ =



α
(α)′ =



α
αα−1 = α

由此例知，幂函数的弹性函数为常数，因此称为不变弹性函数．

边际函数 y = ƒ () 的几何意义为所示曲线上
各点的切线斜率，即

tn (π − θm) = − tnθm.
又平均函数为

ƒ ()


= tnθα



y
A(, ƒ ())

θα θm

因而
Ey

E
= − tnθm

tnθα
. 若考虑弹性的绝对值, 则

∣∣∣∣∣EyE
∣∣∣∣∣ = tnθm

tnθα
. 如果我们知道了一条函数

y = ƒ () 所示的曲线，则在曲线上任一点 A 处对应的弹性，通过 A 作曲线 AB 的切线和线段

OA, 就可得夹角 θm 和 θα, 进而就可得

∣∣∣∣∣EyE
∣∣∣∣∣ .

3.6.4 经济学中常见的弹性函数

当弹性定义中的 y 被定义为需求量时就是需求弹性. 所谓需求的价格弹性是指当价格变化一

定的百分比以后引起的需求量的反应程度. 设需求函数 Qd = Q(P) 可导，则需求的价格弹性



44 第三章 导数、微分、边际与弹性

可用公式表示为

Ed =
EQ

EP
= lim

ΔP→0
ΔQ

ΔP
· P
Q
=
dQ

dP
· P
Q

而
ΔQ

Q

/ΔP

P
称为该商品在 P 与 P + ΔP 两点间的需求价格弹性或弧弹性.

例 7. 某需求曲线为: Q = −100P + 3000 ，求当 P = 20 时的弹性.

解.
dQ

dP
= −100 当 P = 20 时, Q = 1000 所以

Ed = −100 × 20

1000
= −2.

一般来说，需求函数是价格的单调减函数，故需求函数的弧弹性为负值，从而当 Δ → 0 时，

其极限值 Ed 总是小于或等于零，并且实际中一般取负值. 有时为讨论方便，将其取绝对值，也

称之为需求的价格弹性，并记为 η, 即

η = η(P) = |Ed| = − P
Q
· dQ
dP

η = η(P) = |Ed| = − P
Q
· dQ
dP

1. 若 η = |Ed| = 1 ，此吋商品需求量变动的百分比与价格变动的百分比相等，称为单位弹

性或单一弹性.

2. 若 η = |Ed| < 1 即, 此时商品需求量变动的百分比低于价格变动的百分比，价格的变动

对需求量的影响不大，称为缺之弹性或低弹性.

3. 若 η = |Ed| > 1,此时商品需求量的变动的百分比高于价格变动的百分比，价格的变动对

需求量的影响较大，称之为富于弹性或高弹性.

例 8. 设某产品的需求函数为 Q = 100 − 2P,0 ≤ P ≤ 50 ，其中 P 为价格，Q 为需求量.

(1) 当 P = 10 ，且价格上涨 1% 时，需求量 Q 是增加还是减少，变化百分之几?

(2) 讨论商品价格变化时，需求量变化的情况.
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解. (1) 由条件知

η(P) = − P
Q
· dQ
dP
= − P

100 − 2P · (−2) =
P

50 − P ,

故 η(10) = 0.25. 由于 P 和 Q 是按相反方向变化的，在 P = 10 ，且价格上涨 1% 时，需

求量 Q 减少 η% = 0.25% (注意: 价格上涨 1%，需求量减少 η% ，因此不能误认为减少

0.25 = 25% ).

1. 当 0 < η < 1, 即 0 < P
50−P < 1 时, 即 0 < P < 25 时, 价格上涨 (下降) 1% 时，需求

量减少 (增加) η%，小于价格上涨（下降）的百分比（因 η < 1 );

2. 当 η = 1, 即 P
50−P = 1, 得 P = 25, 这表明当 P = 25 时, 需求量的变动与价格变动按相

同的百分比进行;

3. 当 η > 1, 即 P
50−P > 1 时，得 P > 25, 于是当 25 < P < 50 且价格 P 上涨 (下降) 1%

时，需求量减少 ( 增加) η% ，大于价格上涨（下降）的百分比（因 η > 1 ).

在市场经济中，商品经营者关心的是提价 (ΔP > 0) 或降价 (ΔP < 0) 对总收益的影响. 利用

需求弹性的概念, 可以分析价格变动是如何影响销售收益的.

总收益 R 是商品价格 P 与销售量 Q 的乘积, 即

R = P ·Q = PQ(P)

边际总收益

R′ = PQ′(P) + Q(P) = Q(P)

ñ
1 + Q′(P) · P

Q(P)

ô
= Q(P) [1 − |Ed|] = Q(P)(1 − η)

1. 若 η < 1 ，表示需求变动的幅度小于价格变动的幅度. 此吋 R′ > 0, 即边际收益大于 0,

价格上涨，总收益增加; 价格下跌，总收益减少. 商品的价格和厂商的销售收入呈同方向

变动.

2. 若 η > 1 ，表示需求变动的幅度大小于价格变动的幅度. 此吋 R′ < 0, 即价格上涨，总

收益减少; 价格下跌，总收益增加. 商品的价格和厂商的销售收入呈反方向变动.
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3. 若 η = 1 ，表示需求变动的幅度等于价格变动的幅度．降低价格或提高价格对厂商销售

收益都没有影响.

综上所述，总收益的变化受需求弹性的制约，随商品需求弹性的变化而变化.

定义. 供给弹性，通常指的是供给的价格弹性. 设供给函数 Qs = Q(P) 可导，则供给弹性

Es =
dQ

dP
· P
Q

式中 Es 为供给的价格弹性.

例 9. 设某产品的供给函数为 Q = 2eP, 求供给的价格弹性函数及当 P = 1 时的供给的价格弹

性.

解. 供给的价格弹性函数为

Es(P) =
P

2eP
(
2eP

)′ = P

2eP
2eP = P,

由此有当 P = 1 时

Es(P) = 1.

这表明当 P = 1 时价格如果上涨 1%, 供给量也相应增加 1%.

例 10. 某商品的供给函数 Q = 2 + 3P 求供给弹性函数及当 P = 3 时供给弹性．

解.
dQ

dP
= 3, 故

Es =
dQ

dP
· P
Q
=

3P

2 + 3P

当P = 3 时,

Es =
3 × 3

2 + 3 × 3 =
9

11

例 11. 观察下列供给函数:

() P = 3Q,

(b) P = −2 + 5Q;
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(c) P = 3 + 4Q

试判断其供给弹性 Es 大于，等于或小于 1.

解. (a) 等于，(b) 小于, (c) 大于

同理可得，收益的价格弹性、收益的销售弹性为：

ER

EP
=
dR

dP
· P
R

,
ER

EQ
=

dR

dQ
· Q
R

其中:

ER

EP
– 收益的价格弹性;

ER

EQ
– 收益的销售弹性.

例 12. 设 P 、Q 、R 分别为商品价格，销售量，销售总收益，

(1) 试分别找出收益的价格弹性 ER
EP , 收益的销售弹性 ER

EQ 与需求的价格弹性 η 的关系.

(2) 试分别解出关于价格 P 的边际收益 dR
dP , 关于需求 Q 的边际收益 dR

dQ 与需求价格弹性 η 的

关系.

解. (1) 设 Q = ƒ (P), R = PQ, 故
ER

EP
=
E(PQ)

EP
=

P

PQ
· d(PQ)

dP
=

1

Q

Ç
Q + P

dQ

dP

å
= 1 +

P

Q
· dQ
dP
= 1 −

Ç
− P
Q
· dQ
dP

å
= 1 − η,

ER

EQ
=
E(PQ)

EQ
=

Q

PQ
· d(PQ)

dQ
=
1

P
· d(PQ)

dQ

=
1

P

Ç
P + Q

dP

dQ

å
= 1 −

Ñ
1

− P
Q · dQdP

é
= 1 − 1

η
.

(2) 由 (1) 知 ER
EP = 1 − η, 故

ER

EP
=

P

R
· dR
dP
=

P

PQ
· dR
dP
= 1 − η,
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得

dR

dP
= Q(1 − η) = ƒ (P)(1 − η).

又由 (1) ER
EQ = 1 − 1

η , 故

ER

EQ
=
Q

R
· dR
dQ
=

Q

PQ
· dR
dQ
= 1 − 1

η
,

dR

dQ
= P

Ç
1 − 1

η

å
.

3.6.5 小结

• 边际的基本概念 边际函数的计算

1. 边际成本

2. 边际收益

3. 边际利润

4. 边际需求

• 弹性的基本概念 弹性函数的计算

1. 需求弹性

2. 供给弹性

3. 收益弹性

思考. 设某产品的需求函数为 Q = Q(P), 收益函数为 R = PQ,Q(P) 为单调减少函数. 如果当

价格 P0 时产量为 Q0, 边际收益 dR
dQ

∣∣∣
Q=Q0

=  > 0, 收益对价格的边际效应为 dR
dP

∣∣∣
P=P0

= c <

0, 需求对价格的弹性 η = b > 1, 求 P0 与 Q0

答案. 按照需求对价格的弹性定义，分别将 dR
dQ , dRdP 表示为

η = − P
Q
· dQ
dP
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的函数得到

dR

dQ
=

d

dQ
(PQ) = P + Q

dP

dQ
= P −

 P

− P
Q · dQdP


= P

Ç
1 − 1

η

å
= P

Ç
1 − 1

b

å
,

dR

dQ

∣∣∣
Q=Q0

= P

Ç
1 − 1

b

å∣∣∣∣∣
Q=Q0

= p0

Ç
1 − 1

b

å
= .

故 P0 =
b

b − 1 , 又
dR

dP
= Q + P

dQ

dP
= Q − P

Q
· dQ
dP
(−Q) = Q(1 − η)

= Q(1 − b),
dR

dP

∣∣∣∣∣
P=P0

= Q(1 − b)|p=p0 = Q0(1 − b) = c.

故 Q0 =
c

1 − b .
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