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第四章 中值定理及导数的应用

4.1 微分中值定理

本节主要内容：

1. 罗尔定理

2. 拉格朗日中值定理

3. 柯西中值定理

罗尔定理、拉格朗日中值定理及柯西中值定理之间的关系:

罗尔定理
拉格朗日

中值定理

ƒ () = ƒ (b) g() =  柯西

中值定理

4.1.1 罗尔定理

引理 (费马引理). 设 ƒ () 在点 0 的某邻域 U(0) 内有定义，且对于 ∀ ∈ U(0)，有

ƒ () ≤ ƒ (0)（或 ƒ () ≥ ƒ (0)）．如果 ƒ () 在 0 处可导, 则有 ƒ ′(0) = 0．

证明. 不妨设在 0 的某邻域内恒有 ƒ (0) ≥ ƒ ()，则
ƒ ′(0) = ƒ ′−(0) = lim

→−0

ƒ () − ƒ (0)
 − 0 ≥ 0,

ƒ ′(0) = ƒ ′
+
(0) = lim

→+0

ƒ () − ƒ (0)
 − 0 ≤ 0,
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4 第四章 中值定理及导数的应用

于是，我们有

ƒ ′(0) = ƒ ′−(0) = ƒ ′
+
(0) = 0.

定理 (罗尔定理). 如果函数 ƒ () 满足条件：

(1) 在闭区间 [,b] 上连续，

(2) 在开区间 (,b) 上可导，

(3) 在端点处 ƒ () = ƒ (b)，

则至少存在一点 ξ ∈ (,b)，使得 ƒ ′(ξ) = 0.

导数为零的点称为函数的驻点或稳定点．

证明. 因为 ƒ () 在 [,b] 上连续，所以 ƒ () 在 [,b] 上有最大值和最小值，分别记为 M、

m.

1. 若 M =m，则 ƒ () 在 [,b] 上为常数，显然结论成立.

2. 若 M >m, 因为 ƒ () = ƒ (b)，所以 M 或 m 至少有一个在 (,b) 内的一点  = ξ 处取

得，因此 ƒ (ξ) ≥ ƒ () 或者 ƒ (ξ) ≤ ƒ () 必有一个恒成立. 又 ƒ () 在 (,b) 内可导，由

费马引理可得 ƒ ′(ξ) = 0

如果定理的三个条件有一个不满足，则结论可能不成立．

在弧 ÂB 上至少有一点 C, 曲线在该点处

的切线是水平的．


y

 bξ1 ξ2

A B
C



4.1 微分中值定理 5

 b
(a) 缺条件 1

 b
(b) 缺条件 2

 b
(c) 缺条件 3

例 1. 证明方程 5 − 5 + 1 = 0 有且仅有一个小于 1 的正实根.

证明. 设 ƒ () = 5 − 5 + 1, 则 ƒ () 在 [0,1] 连续, 且 ƒ (0) = 1, ƒ (1) = −3. 由介值定理
存在 0 ∈ (0,1), 使 ƒ (0) = 0. 即 0 为方程在 (0,1) 上的根．

设另有 1 ∈ (0,1),1 6= 0, 使 ƒ (1) = 0. 则 ƒ () 在 0, 1 之间满足罗尔定理的条件, 因

此在 0 和 1 之间至少存在一个 ξ 使得 ƒ ′(ξ) = 0. 但

ƒ ′() = 5
(
4 − 1) < 0, ( ∈ (0,1))

矛盾, 故 0 为 (0,1) 上的唯一实根.

练习. 设 ƒ () 在 [0,1] 上连续，在 (0,1) 上可导，而且 ƒ (0) = 0，ƒ (1) = 1．证明：存在

ξ ∈ (0,1)，使得 ƒ ′(ξ) = 2ξ．

答案. 令 g() = ƒ () − 2, 由罗尔定理易得结论.

4.1.2 拉格朗日定理

定理 (拉格朗日中值定理). 如果函数 ƒ () 满足下列条件：

(1) 在闭区间 [,b] 上连续，

(2) 在开区间 (,b) 内可导，

则至少存在一点 ξ ∈ (,b) 使得 ƒ ′(ξ) =
ƒ (b) − ƒ ()

b −  .
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证明. 令 F() = ƒ () − ƒ () − ƒ (b) − ƒ ()
b −  ( − ), 则 ƒ () 满足：

1. F() 在闭区间 [,b] 上连续,

2. F() 在开区间 (,b) 内可导,

3. F() = F(b) = 0.

由罗尔定理可得，∃ ξ ∈ (,b)，使得 F′(ξ) = 0，即

ƒ ′(ξ) =
ƒ (b) − ƒ ()

b −  .

几点说明：

1. 当 ƒ () = ƒ (b) 时, 拉格朗日中值定理即为罗尔定理.

2. 拉格朗日中值定理的两个条件是使结论成立的充分不必要条件.

3. 拉格朗日中值定理的结论可以改写为:∃ ξ ∈ (,b), 使得

ƒ (b) − ƒ () = ƒ ′(ξ)(b − ) (拉格朗日中值公式)

拉格朗日中值公式精确地表达了函数在一个区间上的增量与函数在这区间内某点处的导

数之间的关系.

例 2. 对函数 ƒ () = 3 在区间 [0,1] 上验证拉格朗日定理．

练习 1. 对 ƒ () = 3 +  在区间 [−1,1] 上验证拉格朗日定理．

例 3. 证明当 2 > 1 时不等式成立：

rctn2 − rctn1 ≤ 2 − 1.

证明. 由拉格朗日定可得:
rctn2 − rctn1

2 − 1 = (rctn())′|=ξ = 1

1 + ξ2
≤ 1,

故结论显然成立.
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练习 2. 证明：当 2 > 1 时有

sin2 − sin1 ≤ 2 − 1.
答案. 由拉格朗日定可得:

sin2 − sin1
2 − 1 = cos(ξ) ≤ 1,

故结论显然成立.

推论 1. 如果函数 ƒ () 在区间  上的导数恒为 0，那么 ƒ () 在区间  上是一个常数．

证明. 设 1,2 为  内任意两点 (1 < 2). 在 [1,2] 上应用拉格朗日中值定理, 有

ƒ (2) − ƒ (1) = ƒ ′(ξ) (2 − 1) (1 < ξ < 2)

因为 ƒ ′() = 0, 所以 ƒ ′(ξ) = 0, 从而

ƒ (2) − ƒ (1) = 0, 即ƒ (2) = ƒ (1)

由于任意两点的函数值相等, 必有

ƒ () = C.

例 4. 证明 rcsin + rccos = π
2 (−1 ≤  ≤ 1).

证明. 设 ƒ () = rcsin + rccos,  ∈ [−1,1]．易知

ƒ ′() =
1√

1 − 2 +
Ç
− 1√

1 − 2
å
= 0.

故

ƒ () ≡ C,  ∈ [−1,1].

又

ƒ (0) = rcsin0 + rccos0 = 0 +
π

2
=
π

2
,

即 C = π
2 . 所以

rcsin + rccos =
π

2
.
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4.1.3 柯西中值定理

定理 (柯西中值定理). 如果函数 ƒ () 和 g() 满足下列条件：

(1) 在闭区间 [,b] 上都连续，

(2) 在开区间 (,b) 内都可导，

(3) 在开区间 (,b) 内 g′() 6= 0,

则至少存在一点 ξ ∈ (,b) 使得
ƒ ′(ξ)
g′(ξ)

=
ƒ (b) − ƒ ()
g(b) − g() .

注记. 拉格朗日中值定理是柯西中值定理的特殊情况．

证明. 作辅助函数

ϕ() = ƒ () − ƒ () − ƒ (b) − ƒ ()
g(b) − g() [g() − g()],

易知 ϕ() 满足罗尔定理的条件, 所以在 (,b) 内至少存在一点 ξ, 使得 ϕ′(ξ) = 0. 即

ƒ ′(ξ) − ƒ (b) − ƒ ()
g(b) − g() · g

′(ξ) = 0,

所以

ƒ (b) − ƒ ()
g(b) − g() =

ƒ ′(ξ)
g′(ξ)

.

例 5. 对函数 ƒ () = 3 和 g() = 2 + 1 在区间 [1,2] 上验证柯西定理．

例 6. 设函数 ƒ () 在 [0,1] 上连续, 在 (0,1) 内可导, 证明: 至少存在一点 ξ ∈ (0,1), 使

ƒ ′(ξ) = 2ξ[ƒ (1) − ƒ (0)].

证明. 分析: 结论可变形为

ƒ (1) − ƒ (0)
1 − 0 =

ƒ ′(ξ)
2ξ

=
ƒ ′()
(2)′

∣∣∣∣∣
=ξ

.



4.2 洛必达法则 9

设 g() = 2, 则 ƒ (), g() 在 [0,1] 上满足柯西中值定理的条件, 所以在 (0,1) 内至少存

在一点, 有
ƒ (1) − ƒ (0)

1 − 0 =
ƒ ′(ξ)
2ξ

即 ƒ ′(ξ) = 2ξ[ƒ (1) − ƒ (0)].

4.1.4 小结

本节主要内容：

1. 罗尔定理

2. 拉格朗日中值定理

3. 柯西中值定理

罗尔定理、拉格朗日中值定理及柯西中值定理之间的关系:

罗尔定理
拉格朗日

中值定理

ƒ () = ƒ (b) g() =  柯西

中值定理

4.2 洛必达法则

在一定条件下，我们有下面的洛必达法则：

lim
ƒ ()

g()
= lim

ƒ ′()
g′()

未定式是指如果当 → 0(或者 →∞)时，两个函数 ƒ () 与 g() 都趋于零或者趋于无穷大，

那么极限 lim[ƒ ()/g()] (→ 0 或者 →∞) 可能存在，也可能不存在，通常把这种极限

称为未定式，也称未定型．
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常见的未定型有：

(1)
0

0
型 lim

→0
tn



(2)
∞

∞
型 lim

→∞
 + 3

5 + 3

(3) 0 ·∞ 和∞ −∞型 lim
→0+ 

2 ln, lim
→0

Ç
1


− 1

e − 1
å

(4) 00、1∞ 和∞0型 lim
→0+ 

sin, lim
→1 

1
−1 , . . .

4.2.1 0
0 型的洛必达法则

定理 1. 如果函数 ƒ (), g() 满足

1. lim
→ ƒ () = 0, lim

→g() = 0;

2. ƒ (), g() 在点  的某去心邻域可导, 且 g′() 6= 0;

3. lim
→

ƒ ′()
g′()

= A( 或为 ∞).

则有 lim
→

ƒ ()

g()
= lim

→0
ƒ ′()
g′()

= A( 或 ∞).

这种在一定条件下通过分子分母分别求导再求极限来确定未定式的值的方法称为洛必达

法则.

证明. 补充定义 ƒ () = g() = 0 不会影响极限，从而 ƒ (), g() 在以  和  为端点的闭区

间上满足柯西中值定理的条件, 因此有

ƒ ′(ξ)
g′(ξ)

=
ƒ () − ƒ ()
g() − g() =

ƒ ()

g()
(ξ在与之间)

显然当 →  时 ,ξ→ , 对上式取极限, 有

lim
→

ƒ ()

g()
= lim

→
ƒ ′(ξ)
g′(ξ)

= lim
ξ→

ƒ ′(ξ)
g′(ξ)
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即

lim
→

ƒ ()

g()
= lim

→
ƒ ′()
g′()

从而定理得证.

几点注意事项：

1. →  改为 →∞ 仍然成立．

2. 只能对未定式使用洛必达法则，否则讲会出现错误．

3. 如果 lim
→

ƒ ′()
g′()

仍为未定式，在满足条件的前提下，可以继续对 lim
→

ƒ ′()
g′()

使用洛必达

法则．

例 1. 求极限 lim
→2

2 +  − 6
2 − 4 ．. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

5

4
.

例 2. 求极限 lim
→0
(1 + ) − 1


． . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

例 3. 求极限 lim
→0

e − 1
2 − ． . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . −1.

例 4. 求极限 lim
→0

 − sin
3

． . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

6
.

例 5. 求极限 lim
→0

ln(1 + )

2
． . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∞.

练习 1. 用洛必达法则求函数极限．

(1) lim
→1

3 − 3 + 2

3 − 2 −  + 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3

2
.

(2) lim
→4

p
 − 2
 − 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

4
.

(3) lim
→0

sin3

sin5
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3

5
.

注记 1. 对于 → 0 时的 0
0 型极限，现在我们有两种方法可以使用：
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1. 等价无穷小量代换

2. 洛必达法则

一般地，应该优先使用等价无穷小代换，因为洛必达法则可能使式子变得复杂．

例 6. 求函数极限．

(1) lim
→0

sin3

tn6
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

2
.

(2) lim
→0

e−sin − 1
rcsin(3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

6
.

练习 2. 求函数极限．

(1) lim
→0

sin −  cos
sin3 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

3
.

(2) lim
→0+

√
1 + 3 − 1

1 − cosp − sin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6.

4.2.2 ∞
∞ 型的洛必达法则

定理 2. 如果函数 ƒ (), g() 满足

1. lim
→ ƒ () = lim

→g() =∞ ;

2. ƒ (),g() 在点  的某去心邻域内可导, 且 g′() 6= 0;

3. lim
→

ƒ ′()
g′()

= A( 或 ∞)．

则有

lim
→

ƒ ()

g()
= lim

→
ƒ ′()
g′()

在上述定理中，→  改为 →∞ 仍然成立.
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例 7. 求函数的极限．

(1) lim
→∞

22 +  + 1

32 −  + 4
． . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2

3
.

(2) lim
→+∞

ln

n
（n > 0） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.

(3) lim
→+∞

3

e
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0.

练习 3. 求函数极限：

(1) lim
→0+

ln sin

ln
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.

(2) lim
→ π

2

tn

tn3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3.

注记 2. 洛必达法则未必总是有效．例如：

(1) lim
→∞

 + sin


(2) lim

→+∞

√
1 + 2



4.2.3 0 ·∞ 型和 ∞ −∞ 型的未定式
对于 0 ·∞ 型和 ∞ −∞ 型的未定式，我们可以将它们变换为 0

0 型或
∞
∞ 型的未定式，然后使

用洛必达法则．

例 8. 求函数极限：

(1) lim
→+∞

Åπ
2
− rctn

ã
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.

(2) lim
→1

Ç
1

 − 1 −
1

ln

å
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . − 1

2 .

练习 4. 求函数极限：

(1) lim
→0+ 

2 ln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0

(2) lim
→0

Ç
1


− 1

e − 1
å

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

2
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4.2.4 1∞ 型，00 型和 ∞0 型的未定式

对于 1∞ 型，00 型和 ∞0 型的未定式，我们可以将它们变换为 0 ·∞ 型未定式，进而化为 0
0

型或 ∞
∞ 型，然后使用洛必达法则．

lim()() = lime() ln() = elim() ln()

例 9. 求函数极限：

(1) lim
→1 

1
−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . e.

(2) lim
→0+ 

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.

(3) lim
→+∞ (1 + e)

1
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .e.

练习 5. 求函数极限：

(1) lim
→0 (1 + sin)

1
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . e

(2) lim
→+∞

1
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1

(3) lim
→0+ 

sin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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4.2.5 小结

00 型 ∞0 型 1∞ 型

∞ −∞ 型 0 ·∞ 型

∞
∞ 型

0
0 型

确定型

思考. 设 lim ƒ ()
g() 是不定型极限，如果

ƒ ′()
g′() 的极限不存在,

ƒ ()
g() 的极限是否也一定不存在？举

例说明.

答案. 不一定，例如 ƒ () =  + sin, g() = .

4.3 导数的应用

4.3.1 函数的单调性

定理 1. 设 ƒ () 在闭区间 [,b] 上连续，在开区间 (,b) 上可导，那么

1. 如果在 (,b) 上恒有 ƒ ′() > 0，则 ƒ () 在 [,b] 上单调增加．

2. 如果在 (,b) 上恒有 ƒ ′() < 0，则 ƒ () 在 [,b] 上单调减少．

证明. 由拉格朗日中值定理易证．

若 ƒ ′() ≥ 0 (≤ 0) 在 (,b) 上成立，且等号仅在仅在个别点成立，则 ƒ () 在 [,b] 上
单调增加 (减少)
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定义. 若函数在其定义域的某个区间内是单调的，则该区间称为函数的单调区间.

单调区间的求法:

利用导数等于零的点和不可导点，划分出区间，然后判断各区间内导数的符号．

例 1. 确定下列函数的单调增减区间．

(1) ƒ () = 3 − 3 (2) ƒ () = 3

解. (1) 单调增区间 (1,+∞), (−∞,−1)；单调减区间 [−1,1];

(2) 单调增区间 (−∞,+∞).

练习 1. 确定下列函数的单调增减区间．

(1) y = 32 + 6 + 5 (2) y =  − e

答案. (1) 单调增区间 (−1,+∞), 单调减区间 (−∞,−1).
(2) 单调增区间 (0,+∞), 单调减区间 (−∞,0).

例 2. 证明函数 y =  − ln(1 + 2) 单调增加．

证明. 易知

y′ = 1 − 2

1 + 2
≥ 0,

上式等号仅在  = 1 时成立，结论显然成立.

练习 2. 证明函数 y = sin −  单调减少．
答案. 易知

y′ = cos − 1 ≤ 0,

且导数等于 0 仅在离散的点上成立，故结论成立.

思路：构造函数，使 ƒ () > (≥)ƒ (), 或者 ƒ () < (≤)ƒ ().
例 3. 证明当  > 0 时有不等式 e > 1 + ．

练习 3. 证明当  > 1 时有 3 − 1


< 2
p
．
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选择. 设在 [0,1] 上 ƒ ′′() > 0, 则 ƒ ′(0), ƒ ′(1), ƒ (1) − ƒ (0) 或 ƒ (0) − ƒ (1) 的大小顺序是
(B)

(A) ƒ ′(1) > ƒ ′(0) > ƒ (1) − ƒ (0)
(B) ƒ ′(1) > ƒ (1) − ƒ (0) > ƒ ′(0)

(C) ƒ (1) − ƒ (0) > ƒ ′(1) > ƒ ′(0)

(D) ƒ ′(1) > ƒ (0) − ƒ (1) > ƒ ′(0)

提示：利用 ƒ ′′() > 0 得到 ƒ ′() 单调增加．

再用中值定理得到 ƒ (1) − ƒ (0) = ƒ ′(ξ)，0 < ξ < 1．

4.3.2 函数的极值

定义 1. 设 ƒ () 在点 0 的某个邻域有定义．

1. 若对 0 某个去心邻域的任何 ，总有 ƒ () < ƒ (0)，则称 0 为 ƒ () 的一个极大值点，

ƒ (0) 为 ƒ () 的一个极大值．

2. 若对 0 某个去心邻域的任何 ，总有 ƒ () > ƒ (0)，则称 0 为 ƒ () 的一个极小值点，

ƒ (0) 为 ƒ () 的一个极小值．

极大值点和极小值点统称为极值点，极大值和极小值统称为极值．

定理 2 (极值的必要条件). 设 ƒ () 在 0 点可导，而且在 0 处取得极值，则 ƒ ′(0) = 0．

注记. 我们称导数为零的点为驻点．

• 驻点未必都是极值点：比如 y = 3．

• 极值点未必都是驻点：比如 y = ||．
• 可导函数的极值点一定是驻点．
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 (−∞,−1) −1 (−1,3) 3 (3,∞)

ƒ ′() + 0 − 0 +

ƒ () ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

• 极大值不一定比极小值大．

定理 3 (极值的第一充分条件). 设 ƒ () 在 0 点连续, 而且在它的某个去心邻域内可导．

1. 若在 0 的左邻域内 ƒ ′() > 0，在右邻域内 ƒ ′() < 0，则 0 为极大值点．

2. 若在 0 的左邻域内 ƒ ′() < 0，在右邻域内 ƒ ′() > 0，则 0 为极小值点．

3. 若在 0 的左邻域内和右邻域内 ƒ ′() 的符号不变，则 0 不是极值点．

证明. 由单调性易得．

例 4. 求出函数 ƒ () = 3 − 32 − 9 + 5 的极值.

解. 易知：

ƒ ′() = 32 − 6 − 9 = 3( + 1)( − 3),
令 ƒ ′() = 0, 得驻点 1 = −1,2 = 3.

列表讨论

故极大值 ƒ (−1) = 10, 极小值 ƒ (3) = −22.
练习 4. 求函数的单调增减区间和极值．

(1) ƒ () = 3 − 32 + 7

注意：函数的不可导点也可能是极值点，如 y = 1 − ( − 2)2/3 在  = 2 处取得极大值.

定理 4. 判别极值的第二充分条件 设 ƒ ′(0) = 0 而且 ƒ ′′(0) 存在．

1. 若 ƒ ′′(0) > 0，则 0 为 ƒ () 的极小值点．

2. 若 ƒ ′′(0) < 0，则 0 为 ƒ () 的极大值点．
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证明. 由二阶导数的定义，易推出极值的第一充分条件．

注记 1. 当 ƒ ′′(0) = 0 时，上面的定理无法判定．例如 ƒ () = 3 和 ƒ () = 4．

例 5. 求出函数 ƒ () = 3 + 32 − 24 − 20 的极值.
解. 易知

ƒ ′() = 32 + 6 − 24 = 3( + 4)( − 2),
令 ƒ ′() = 0, 得驻点 1 = −4,2 = 2. 又 ƒ () 的二阶导数为 ƒ ′′() = 6 + 6，

1. 因为 ƒ ′′(−4) = −18 < 0, 所以极大值为 ƒ (−4) = 60.

2. 因为 ƒ ′′(2) = 18 > 0, 所以极小值为 ƒ (2) = −48.
练习 5. 用判别极值的第二充分条件求求函数的极值：

y = 3 − 32 − 9 − 5
求函数极值的一般步骤：

1. 求导数 ƒ ′();

2. 找出驻点（即方程 ƒ ′() = 0 的根）和不可导点;

3. 判断:

• 驻点

〈
ƒ ′′ (0) 6= 0 第一或第二充分条件

ƒ ′′ (0) = 0 第一充分条件

• 不可导点：第一充分条件;

4. 结论.

注意格式: 极大 (小) 值为 ƒ (0) =  或极大 (小) 值点为  = 0.

选择. 设函数 ƒ () 满足 lim
→

ƒ () − ƒ ()
( − )2 = −1，则在点  处 (C)

(A) ƒ () 的导数存在，且 ƒ ′() 6= 0

(B) ƒ () 的导数不存在

(C) ƒ () 取得极大值

(D) ƒ () 取得极小值
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y

1 21+2
2

ƒ ( 1+22 )

ƒ (0)+ƒ (1)
2

(a) 凹函数



y

1 21+2
2

ƒ ( 1+22 )

ƒ (0)+ƒ (1)
2

(b) 凸函数

4.3.3 曲线的凹凸性与拐点

定义. 设 ƒ () 在区间  上连续, 如果对  上任意两点 1,2, 恒有

ƒ
Å1 + 2

2

ã
<

1

2
[ƒ (1) + ƒ (2)]

那么称 ƒ () 在  上的图形是凹的 ( 或凹弧) ; 如果恒有

ƒ
Å1 + 2

2

ã
>

1

2
[ƒ (1) + ƒ (2)]

那么称 ƒ () 在  上的图形是凸的 ( 或凸弧).

定理 5. 假设函数 ƒ () 在 (,b) 上有二阶导数，那么

1. 如果  ∈ (,b) 时，恒有 ƒ ′′() > 0，则函数的曲线在 (,b) 上是凹的．

2. 如果  ∈ (,b) 时，恒有 ƒ ′′() < 0，则函数的曲线在 (,b) 上是凸的．

证明. 略

例 6. 判断曲线 y = 3 的凹凸性.

解. 易知

y′ = 32, y′′ = 6,
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1. 当  < 0 时, y′′ < 0, 因此曲线在 (−∞,0] 为凸的;

2. 当  > 0 时, y′′ > 0, 因此曲线在 [0,+∞) 为凹的.

注意到, 点 (0,0) 是曲线由凸变凹的分界点.

定义. 曲线凹和凸的分界点 (0,y0) 称为拐点．

性质. 在拐点 (0,y0) 处，要么 ƒ ′′(0) = 0，要么 ƒ ′′(0) 不存在．

性质. 拐点处的切线必在拐点处穿过曲线.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

例 7. 求曲线 y = 3p 的凹凸区间和拐点．
注记 2. (0,y0) 为拐点 6=⇒ ƒ ′′(0) = 0．(二阶导数不存在)

例 8. 求曲线 y = 4 的凹凸区间和拐点．

注记 3. ƒ ′′(0) = 0 6=⇒ (0,y0) 为拐点．(二阶导数除在  = 0 处均大于零)

ƒ () 在 0 的邻域内二阶可导，且 ƒ ′′(0) = 0，

1. 若 0 两边 ƒ ′′() 变号，则 (0, ƒ (0)) 为拐点．

2. 若 ƒ ′′′(0) 6= 0, 则 (0, ƒ (0)) 为拐点．

例 9. 求曲线 y = 34 − 43 + 1 的凹凸区间和拐点．

解. 易知：

y′ = 123 − 122, y′′ = 36( − 2/3).
令 y′′ = 0 得 1 = 0, 2 = 2/3. 于是

拐点为 (0,1) 和 (2/3,11/27).

练习 6. 求下列曲线的凹凸区间和拐点．

(1) y = 2 − 3 (2) y = e−

答案. (1) 凹区间为 (−∞,1/3), 凸区间为 (1/3,+∞)，

拐点为 (1/3,2/27) ．

(2) 凹区间为 (−∞,+∞).
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 (−∞,0) 0 (0,2/3) 2/3 (2/3,+∞)

ƒ ′′() + 0 − 0 +

ƒ () 凹的 拐点 凸的 拐点 凹的

4.3.4 函数图形的描绘

如果在函数 ƒ () 的定义域上的某个小区间中，

1. 曲线是上升 ( 或下降) 的; ⇐= 一阶导数
2. 曲线是凹的 (或凸的) ; ⇐= 二阶导数
3. 区间端点的位置已知或变化趋势已知； ⇐= 渐近线

那么, 我们很容易画出函数在这个区间内的图形.

定义. 给定曲线 y = ƒ (), 如果曲线上的一动点沿着曲线趋于无穷远时, 该点与某定直线 L 的

距离趋于 0, 则称此直线 L 为该曲线 y = ƒ () 的渐近线.

1. 水平渐近线

2. 铅直渐近线

3. 斜渐近线

定义. 1. 若 lim
→∞ ƒ () = b，称 y = b 为其水平渐近线．

2. 若 lim
→ ƒ () =∞，称  =  为其铅直渐近线．

注记. (1) →∞ 可以改为 → +∞ 或 → −∞．
(2) →  可以改为 → + 或 → −．

例 10. 求曲线 y =
1

 − 1 的水平和铅直渐近线．

解. 水平渐近线：y = 0, 铅直渐近线： = 1.
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练习 7. 求曲线 y =
−2 +  + 1

2
的水平和铅直渐近线．

答案. 水平渐近线：y = −1, 铅直渐近线： = 0.

定义 2 (斜渐近线). 若直线 y = k + b（k 6= 0）满足

lim
→∞[ƒ () − (k + b)] = 0,

则称它是曲线 y = ƒ () 的一条斜渐近线．

定理 6. 直线 y = k + b 是曲线 y = ƒ () 的斜渐近线，当且仅当

lim
→∞

ƒ ()


= k 而且 lim

→∞[ƒ () − k] = b.

注记. →∞ 可以改为 → +∞ 或 → −∞．

例 11. 求曲线 y =
2

 + 1
的斜渐近线．

解. y =  − 1.

练习 8. 求曲线 y =
3

( − 1)2 的斜渐近线．

解. y =  + 2.

函数图形描绘的一般步骤：

1. 确定函数 y = ƒ () 的定义域,观察函数的奇偶性、周期性、曲线与坐标轴交点等性态,求

出函数的一阶导数 ƒ ′() 和二阶导数 ƒ ′′();

2. 求出方程 ƒ ′() = 0 和 ƒ ′′() = 0 在函数定义域内的全部实根，用这些根以及函数的间

断点或阶导、二阶导数不存在的点把函数的定义域划分成若干个区间.

3. 确定在各个区间内 ƒ ′() 和 ƒ ′′() 的符号，并由此确定函数的形态;

4. 确定函数的水平、铅值渐近线、斜渐近线以及其他变化趋势;

5. 描出与方程 ƒ ′() = 0 和 ƒ ′′() = 0 的根对应的曲线上的点，有时还需要补充一些点，

绘出渐近线，再结合第三步讨论的结果画出函数的图形.
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例 12. 作函数 y = 3 − 32 + 6 的图形.

解. 由条件可得

1. 函数的定义域为 (−∞,+∞), 且

y′ = 32 − 6 = 3( − 2), y′′ = 6 − 6 = 6( − 1)
2. 令 y′ = 0 得 1 = 0,2 = 2; 令 y′′ = 0 得 3 = 1.

3. 单调性、凹凸性、极值和抛点列表如下：

 (−∞,0) 0 (0,1) 1 (1,2) 2 (2,+∞)

y′ + 0 − − − 0 +

y′′ − − − 0 + + +

y 凸增 极大 凸减 拐点 凹减 极小 凹增

4. 变化趋势为:

当 → −∞ 时, y→ −∞; 当 → +∞ 时 ,y→ +∞;

5. 描点 : A(0,6),B(1,4),C(2,2), 为了确定函数在 (−∞,0) 和 (2,+∞) 上的图形, 增加

辅助作图点 D(−1,2), E(3,6), 作出函数的图形．



y
A

B

CD

E

例 13. 作函数 ƒ () =
4( + 1)

2
− 2 的图形．
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 (−∞,−3) −3 (−3,−2) −2 (−2,0) 0 (0,∞)

ƒ ′() − − 0 + 不存在 −
ƒ ′′() − 0 + + +

ƒ () 凸 拐 凹 极 凹 间断 凹

解. 易知 ƒ () 的定义域为 D = {| 6= 0}, ，其为非奇非偶函数, 且无对称性.

ƒ ′() = − 4( + 2)

3
, ƒ ′′() =

8( + 3)

4
.

令 ƒ ′() = 0, 得驻点  = −2, 令 ƒ ′′() = 0, 得特殊点  = −3. 又因为
lim
→∞ ƒ () = lim

→∞

ñ
4( + 1)

2
− 2
ô
= −2,

得水平渐近线 y = −2;

由

lim
→0 ƒ () = lim

→0

ñ
4( + 1)

2
− 2
ô
= +∞

得铅直浙近线  = 0.列表确定函数升降区间,凹凸区问及极值点和拐点: 描点作图：A(−3,−26/9),
B(−2,−3), C(−1,−2), D(1,6), E(2,1), F(3,−2/9).



y

A B

C

D

E

F
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练习 9. 描绘函数 y =
2

 + 1
的曲线．

答案.



y
y =  − 1

 = −1

4.3.5 小结

1. 函数的单调性 ⇐= 一阶导数

2. 函数的极值 ⇐= 驻点以及不可导点为可疑点 判别法 =
®
第一充分条件

第二充分条件

3. 曲线的凹凸性与拐点 ⇐= 二阶导数 函数凹凸性的判断以及拐点的两种求法
4. 函数的图形 ⇐= 导数的综合运用

思考. 若 ƒ ′(0) > 0, 是否能判定 ƒ () 在原点的充分小的邻域内单调递増?

答案. 不能断定. 例 ƒ () =

®
 + 22 sin 1

 ,  6= 0
0,  = 0

易知

ƒ ′(0) = lim
Δ→0

Ç
1 + 2 · Δ · sin 1

Δ

å
= 1 > 0

ƒ ′() = 1 + 4 sin
1


− 2cos 1


,  6= 0

1. 当  =
1

2kπ
时, ƒ ′() = −1 < 0；
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2. 当  =
1Ä

2k + 1
2

ä
π
时, ƒ ′() = 1 +

4Ä
2k + 1

2

ä
π
> 0

注意 k 可以任意大, 故在 0 = 0 点的任何邻域内, ƒ () 都不单调递增.

4.4 函数的最大值和最小值

4.4.1 函数的最大值与最小值

定义 1 (函数的最值). 设函数 ƒ () 在区间  上有定义．如果有 0 ∈ ，使得对所有  ∈  都
有 ƒ () ≤ ƒ (0) （或 ƒ () ≥ ƒ (0)），则称 ƒ (0) 是函数 ƒ () 在区间  上的最大值（或最小

值）．

经济问题中，经常有这样的问题，怎样才能使“产品最多”、“用料最少”、“成本最低”、“效益

最高”等等．这样的问题在数学中有时可归结为求某一函数 (称为目标函数) 的最大值或最小

值问题．

根据自变量的取值范围，可以分以下两种情况讨论：

1. 目标函数在闭区间连续

2. 目标函数在开区间连续

设目标函数 ƒ () 在闭区间 [,b] 上连续，而且在除有限个点外都可导．则可按照下面步骤求

出函数的最值：

1. 求出函数所有的驻点，不可导点，和区间端点一起列出来作为最值可疑点．

2. 求出函数在这些点的取值并比较，最大（小）者就为函数的最大（小）值．

例 1. 求以下函数在指定区间上的最值．

(1) ƒ () = 3 − 32 + 7 在区间 [−2,3] 上.

练习 1. 求以下函数在指定区间上的最值．
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(1) ƒ () = 4 − 22 + 5 在区间 [−2,3] 上.

开区间的连续函数不一定有最大、最小值．即使有最大值、最小值，也不能用上述方法求出．

若函数满足下列两个条件：

1. ƒ () 在开区间有且仅有最大（小）值;

2. ƒ () 在开区间只有一个可能取得极值的点

则可以断定这个极值点一定是函数的最大（小）值点.

例 2. 将边长为  的一块正方形铁皮，四角各截去一个大小相同的小正方形，然后将四边折起

做成一个无盖的方盒．问截掉的小正方形的长为多少时，所得方盒的容积最大？

练习 2. 一房地产公司有 50 套公寓要出租．当月租定为 2000 元时，公寓会全部租出去．当

月租每增加 100 元，就会多剩一套公寓租不出去．而租出去的每套公寓每月需要花费 200 元

的维修费用．问房租定为多少时可获得最大收入？

4.4.2 经济应用问题举例

在经济学中，总收入和总成本都可以表示为产量 Q 的函数，分别记为 R(Q) 和 C(Q), 则总利

润 L(Q) 可表示为 L(Q) = R(Q) − C(Q) 为使总利润最大，须令其一阶导数等于零, 即
dL(Q)

dQ
=
d[R(Q) − C(Q)]

dQ
= 0,

于是

dR(Q)

dQ
=
dC(Q)

dQ
,

即取得最大利润的必要条件为：

边际收益 =边际成本.

显然，为使总利润达到最大，还应有

d2[R(Q) − C(Q)]
dQ2

< 0,
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即

R′′(Q) < C′′(Q),

也即

边际收益的变化率 <边际成本的变化率.

例 3. 某厂每批生产 A 商品 X 台的费用为 C(X) = 5X + 200 (万元)，得到的收入为 R(X) =

10X − 0.01X2 (万元)，问每批生产多少台，才能使利润最大?

解. 设利润为 L(X), 则

L(X) = R(X) − C(X) = 5X − 0.01X2 − 200
L′(X) = 5 − 0.02X

令 L′(X) = 0, 解得 X = 250( 台)，由于

L′′(X) = −0.02 < 0

所以 L(250) = 425(万元) 为极大值，也就是最大值.

练习 3. 设某厂的成本函数为 C(Q) = Q2 + bQ+ c, 需求函数为 Q = (d− P)/e, 其中 C(Q)

为成本, Q 为需求量产量, P 为价格, ,b,c,d,e 均为正常数, 且 d > b, 求利润最大时的产量

及最大利润.

答案. 由 Q = (d − p)/e, 得 P = d − eQ, 故得收益函数
R(Q) = Q · P = Q(d − eQ)

利润函数为

L(Q) = R(Q) − C(Q)
= (d − b)Q − (e + )Q2 − c

于是

L′(Q) = (d − b) − 2(e + )Q.

令 L′(Q) = 0 得唯一驻点 Q0 = (d − b)/2(e + ).

又 L′′ = −2(e + ) < 0, 故

Q = Q0 = (d − b)/2(e + )
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时利润最大, 最大值为

L (Q0) = L[( − b)/2(e + )]

=
[
(d − b)2/4(e + )

]− c
例 4. 最大收益问题某商品的需求函数为 Q = Q(P) = 75− P2, 问 P 为多少时，总收益最大?

解. 总收益为

R(P) = QP =
(
75 − P2)P

令

R′(P) = 75 − 3P2 = 0

得唯一驻点 P = 5, 又

R′′(P)|P=5 = −30 < 0,

故 P = 5 时收益最大.

所谓经济批量问题就是确定合理的采购进货的批量，使库存费用和采购费用之和最小.

例 5. 某商场每年销售某商品  件, 分为  批采购进货. 已知每批采购费用为 b 元, 而未售商

品的库存费用为 c 元/(年 · 件). 设销售商品是均匀的, 问分多少批进货时, 才能使以上两种费

用的总和为最省? (,b,c 为常数且 ,b,c > 0.)

解. 显然, 采购进货的费用

W1() = b

时间

库存量

O


2




因为销售均匀, 所以平均库存的商品数应为每批进货的商品数



的一半



2
, 因而商品的库存

费用

W2() =
c

2
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总费用 W() =W1() +W2() = b +
c

2
( > 0). 令

W′() = b − c

22
= 0

得  =
»

c
2b . 又

W′′() =
c

3
> 0

所以 W
Ä»

c
2b

ä
为 W() 的一个最小值. 从而当批数  取一个最接近于

»
c
2b 的自然数时, 才

能使采购与库存费用之和最省.

例 6. 某厂生产某种产品，其年销售量为 100 万件，每批生产需要增加准备费 1000 元，而

每件的一年库存费为 0.05 元. 如果年销售率为平均的，且上批售完后立即生产出下批 (此时

商品的库存数为批量的一半)，问应分为几批生产，能使采购费用及库存费之和最小？

解. 设批数为 N, 则每批产量为  = /N =
106

N
, 一年生产准备费为 bN = 1000N. 库存量为



2
=
1000000

2N
, 库存费为

106

2N
· 0.05 于是总费用为

E(N) = 1000N +
106

2N
· 0.05

= 1000N +
25000

N
,N ∈ (0,+∞)

令 E′(N) = 1000 − 25000

N2
= 0 得 N = 5 或 N = −5(舍去). 又 E′′(N) =

50000

N3
> 0, 故

N = 5 时总费用最小. 即分 5 批生产，能使总费用最小.

设企业某件商品的产量为 ，征税后的总成本为 Ct(), 每件商品征税为 t, 则

Ct() = C() + t

征税后的利润为

Lt() = R() − Ct() = R() − C() − t
当 L′

t
() = 0 且 L′′

t
() < 0 时，有最大值, 此时可解出对应的产量  = (t)．

此时，政府得到的总税收为 T = t = t · (t).
最大税收问题仍为一元函数的最值问题.
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例 7. 某种商品的平均成本 C() = 2, 价格函数为 P() = 20 − 4 ( 为商品数量)，国家向

企业每件商品征税为 t.

(1) 生产多少商品时, 利润最大?

(2) 在企业取得最大利润的情况下, t 为何值时才能使总税收最大?

解. (1) 总成本为：C() = C() = 2,

总收益为：R() = P() = 20 − 42,

总税收为：T() = t,

故总利润为：L() = R() − C() − T() = (18 − t) − 42.

令 L′() = 18 − t − 8 = 0, 得  =
18 − t
8

. 又

L′′() = −8 < 0

所以 L

Ç
18 − t
8

å
=
(18 − t)2

16
为最大利润.

(2) 取得最大利润时的税收为:

T = t =
t(18 − t)

8
=
18t − t2

8
( > 0)

令

T ′ =
9 − t
4
= 0

得 t = 9.

又

T ′′ = − 1
4
< 0,

所以当 t = 9 时, 总税收取得最大值

T(9) =
9(18 − 9)

8
=
81

8
,

此时的总利润为

L =
(18 − 9)2

16
=
81

16
.
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本节基本概念: 函数的极大值与极小值

1. 当目标函数在闭区间连续时

2. 当目标函数在开区间连续时

极值的经济应用:

1. 最大利润问题

2. 最大收益问题

3. 经济批量问题

4. 最大税收问题

某工厂要在一年内以相等批量分批生产 2400 件产品，产品的单位成本为 6 元，但每生产一

批产品需要调整机器费用为 160 元. 在生产过程中，在制品占用资金的银行年利率为 10%.

若全年所需费用等于全年所需机器调整费用与在制品占用资金利息的总和，问批量多大时才能

使全年所需费用最小？

答案. 设全年所需费用为 P(), 批量为 , 则全年批生产的批数为
2400


所需调整机器费用

为 160 · 2400


元. 因为批量相同，所以全年商品所占资金的利息为 6 × 10% 元，因此

P() = 6 × 10% + 160 × 2400



= 0.6 +
16 × 24 × 103



P′ =0.6 − 16 × 24 × 103

2

令 P′() = 0, 则 2 = 640000 ∴ P() 有最小值 . 即全年分 3 批生产，每批批量 800 件.
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4.5 泰勒公式

假设 ƒ ′(0) 存在．已经知道当 → 0 时有

ƒ () = ƒ (0) + ƒ ′(0)( − 0) + o
(
 − 0)

是否存在二次多项式 g() 使得当 → 0 时有

ƒ ()
?
= g() + o

(
( − 0)2)

令 g() = A + B( − 0) + C( − 0)2，则有
A = ƒ (0), B = ƒ ′(0), C =

1

2
ƒ ′′(0).

ƒ () = A + B( − 0) + C( − 0)2 + o
(
( − 0)2)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·令 → 0，得到 A = ƒ (0)，从而

ƒ () − ƒ (0)
 − 0 = B + C( − 0) + o( − 0).

再令 → 0，得到 B = ƒ ′(0)．因此

C = lim
→0

ƒ () − ƒ (0) − ƒ ′(0)( − 0)
( − 0)2

= lim
→0

ƒ ′() − ƒ ′(0)
2( − 0) 洛必达法则

=
1

2
ƒ ′′(0) 导数的定义

定理 1 (带佩亚诺余项的泰勒公式). 设 ƒ () 在 0 点存在 n 阶导数，则有

ƒ () = ƒ (0) + ƒ ′(0)( − 0) + ƒ ′′(0)
2!

( − 0)2

+ · · · + ƒ (n)(0)

n!
( − 0)n + o

(
( − 0)n)

解. 连续用 n − 1 次洛必达法则，再用导数的定义．
定理 2 (带拉格朗日余项的泰勒公式). 设 ƒ () 在 0 的某邻域 U(0) 内存在 n + 1 阶导数，
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则 ∀ ∈ U(0) 有
ƒ () = ƒ (0) + ƒ ′(0)( − 0) + ƒ ′′(0)

2!
( − 0)2

+ · · · + ƒ (n)(0)

n!
( − 0)n + Rn(),

其中余项 Rn() =
ƒ (n+1)(ξ)

(n + 1)!
( − 0)n+1，ξ 介于 0 和  之间．

证明. 对 Rn() 和 ( − 0)n+1 连续用 n + 1 次柯西中值定理．

当 0 = 0 时，泰勒公式称为麦克劳林公式

ƒ () = ƒ (0) + ƒ ′(0) +
ƒ ′′(0)
2!

2

+ · · · + ƒ (n)(0)

n!
n + Rn(),

其中 Rn() = o (n) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·佩亚诺余项

或者 Rn() =
ƒ (n+1)(ξ)

(n + 1)!
n+1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·拉格朗日余项

　　 ξ 介于 0 和  之间．

令 ξ = θ，则 Rn() =
ƒ (n+1)(θ)

(n + 1)!
n+1, 0 < θ < 1．

例 1. 设函数 () 在 [,b] 上二阶可导，且 ƒ ′′() < 0,1,2 为 [,b] 上任意两点. 证明:

ƒ
Å1 + 2

2

ã
≥ ƒ (1) + ƒ (2)

2
.

证明. 设 0 =
1+2

2 , 则 ƒ () 在 0 点的一阶泰勒展式为

ƒ () = ƒ (0) + ƒ ′ (0) ( − 0) + ƒ ′′(ξ)
2
( − 0)2

ξ 介于  与 0 之间, 代入特殊点 1 与 2, 得

ƒ (1) = ƒ (0) + ƒ ′ (0) (1 − 0) + ƒ ′′(ξ1)
2 (1 − 0)2 ,

ƒ (2) = ƒ (0) + ƒ ′ (0) (2 − 0) + ƒ ′′(ξ2)
2 (2 − 0)2 ,

其中 ξ1 介于 1 与 0 之间, ξ2 介于 2 与 0 之间. 两式相加得，

ƒ (1) + ƒ (2) = 2ƒ (0) +
(1 − 2)2

8
(ƒ ′′ (ξ1) + ƒ ′′ (ξ2)) ,
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∵ ƒ ′′() < 0, ∈ (,b) ∴ ƒ (1) + ƒ (2) < 2ƒ (0) 即

ƒ (1) + ƒ (2)

2
< ƒ
Å1 + 2

2

ã
.

利用泰勒公式证明题目

1. 依题意选定 n,0 和 .

2. 与出相应的泰勒展开式

3. 由展开式推出要证明的结论

若已知一系列点的函数值或导数值，或涉及到二阶或三阶以上的高阶导数，可以考虑用泰勒公

式．

e = 1 +  +
2

2!
+
3

3!
+
4

4!
+ · · · + n

n!
+ Rn()

sin =  − 3

3!
+
5

5!
− · · · + (−1)n−1 2n−1

(2n − 1)! + R2n()

cos = 1 − 2

2!
+
4

4!
− · · · + (−1)n 2n

(2n)!
+ R2n+1()

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ln(1 + ) =  − 2

2
+
3

3
− 4

4
+ · · · + (−1)n−1

n

n
+ Rn()

(1 + )α = 1 + C1
α
 + C2

α
2 + C3

α
3 + · · · + Cn

α
n + Rn()

返回

sin =  − 1

3!
3 +

1

5!
5 − 1

7!
7 +

1

9!
9 + · · ·
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y
y = 

y =  − 1
3!

3

sin =  − 1

3!
3 +

1

5!
5 − 1

7!
7 +

1

9!
9 + · · ·



y

y =  − 1
3!

3

y =  − 1
3!

3 + 1
5!

5

y =  − 1
3!

3 + 1
5!

5 − 1
7!

7

sin =  − 1

3!
3 +

1

5!
5 − 1

7!
7 +

1

9!
9 + · · ·
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y

y =  − 1
3!

3 + 1
5!

5 − 1
7!

7

y =  − 1
3!

3 + 1
5!

5 − 1
7!

7 + 1
9!

9

y =  − 1
3!

3 + 1
5!

5 − 1
7!

7 + 1
9!

9 − 1
11!

11

例 2. 证明：当  > 0 时，有 ln(1 + ) >  − 2

2
．

解. 利用 ln(1 + ) 的 1 阶麦克劳林公式．

例 3. 计算 lim
→0

e2 + 2cos − 3
4

.

解. 泰勒公式求极限 由泰勒公式可得

e
2
= 1 + 2 +

1

2!
4 + o

(
4

)
,

cos = 1 − 2

2!
+
4

4!
+ o

(
5

)
,

于是

e
2
+ 2cos − 3 =

Ç
1

2!
+ 2 · 1

4!

å
4 + o

(
4

)
,

所以

原式 = lim
→0

7
12

4 + o
(
4

)
4

=
7

12
.

练习 1. 求极限 lim
→0

p
4 + 3 +

p
4 − 3 − 4

2
．

解. 利用
p
1 +  的 2 阶麦克劳林公式，求得极限等于 − 9

32
．


	第四章  中值定理及导数的应用
	4.1 微分中值定理
	4.1.1 罗尔定理
	4.1.2 拉格朗日定理
	4.1.3 柯西中值定理
	4.1.4 小结

	4.2 洛必达法则
	4.2.1 00型的洛必达法则
	4.2.2 型的洛必达法则
	4.2.3 0型和-型的未定式
	4.2.4 1型，00型和0型的未定式
	4.2.5 小结

	4.3 导数的应用
	4.3.1 函数的单调性
	4.3.2 函数的极值
	4.3.3 曲线的凹凸性与拐点
	4.3.4 函数图形的描绘
	4.3.5 小结

	4.4 函数的最大值和最小值
	4.4.1 函数的最大值与最小值
	4.4.2 经济应用问题举例

	4.5 泰勒公式


