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第八章 多元函数微分学

8.1 多元函数的基本概念

8.1.1 区域

设 P0 (0,y0) ∈ R2, δ 为某一正数, 在 R2 中与点 P0 (0,y0) 的距离小于 δ 的点 P(,y) 的全

体, 称为点 P0 (0,y0) 的 δ 邻域, 记作 U (P0, δ) , 即

U (P0, δ) =
{
P ∈ R2

∣∣ |P0P| < δ
}

=
ß
(,y) |

»
( − 0)2 + (y − y0)2 < δ

™
.

注记. 平面上的点集 {
(,y)

∣∣∣0 <
»
( − 0)2 + (y − y0)2 < δ

}
称为点 P0(0,y0) 的 去心 δ 邻域，记为 Ů(P0, δ)．

在几何上, U (P0, δ) 就是平面上以点 P0 (0,y0) 为中心, 以

δ 为半径的圆盘 (不包括圆周).
P0

δ

3



4 第八章 多元函数微分学

设集合 E ⊂ R2, 点 P ∈ R2,

• 内点： 存在 δ > 0, 使得 U(P, δ) ⊂ E.
• 边界点： 在点 P 的任一邻域内, 都既有集合 E 的点,

又有余集 Ec 的点.

• 聚点：对任意给定的 δ > 0,P 的去心邻域 Ů(P, δ) 中
总有 E 中的点 (P 本身可属于 E, 也可不属于 E).

E

P

P

边界点的全体称为 E 的边界，记作 ∂E.

设集合 E ⊂ R2,

• 开集： E 中每一点都是 E 的内点

{(,y)|1 < 2 + y2 < 4}

• 闭集： E 的余集 Ec 是 R2 中的开集{
(,y)

∣∣1 ⩽ 2 + y2 ⩽ 4
∣∣}

非开非闭：
{
(,y) | 1 ⩽ 2 + y2 < 4

}

E

P

设集合 E ⊂ R2, 如果存在常数 k > 0, 使得对所有的 P(,y) ∈ E, 都有

|OP| =
»
2 + y2 ⩽ k,

则称 E 是 R2 中的有界集.

一个集合如果不是有界集, 就称为无界集.

设 D 是开集. 如果对于 D 内任何两点，都可用折线连结起来，且该折线上的点都属于 D ，则

称开集 D 是连通的.

• 连通的开集称为区域或者开区域{
(,y) | 1 < 2 + y2 < 4

}
• 开区域连同它的边界一起称为闭区域.{

(,y) | 1 ≤ 2 + y2 ≤ 4}
注记. n 维空间中邻域、区域等概念也可定义.
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8.1.2 多元函数的概念

定义 1. 设 D 是 R2 的一个非空子集, 从 D 到实数集 R 的任一映射 ƒ 称为定义在 D 上的一

个 二元函数, 记作

ƒ : D ⊂ R2 −→ R, 或 z = ƒ (,y).

其中 , y 称为自变量, z 称为因变量, D 称为函数 ƒ 的定义域, ƒ (D) = {ƒ (,y)|(,y) ∈ D}
称为函数 ƒ 的值域, 并且称 R3 中的子集{

(,y, z)
∣∣z = ƒ (,y) , (,y) ∈ D}

为函数 z = ƒ (,y) (在 D 上) 的图形 (或图像).

类似地可以定义三元函数、n 元函数.

ƒ (,y) = 2 + y2



y

z

二元函数的图形通常是一张曲面．

与一元函数类似，当我们用某个算式表达多元函数时，凡是使算式有意义的自变量所组成的点

集称为这个多元函数的自然定义域．

例 1. z = ln( + y) 的定义域为

D = {(,y)| + y > 0}.

例 2. z =
√
1 − 2 − y2 的定义域为

D = {(,y)|2 + y2 ≤ 1}.
注记. 凡用算式表达的多元函数, 除另有说明外, 其定义域是指的自然定义域．
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练习 1. 求二元函数的定义域．

(1) ƒ (,y) = ln(2 + y2 − 1)

(2) ƒ (,y) =
1√

 + y − 2
(3) ƒ (,y) =

√
1 − || − |y|

答案. (1) {(,y)
∣∣2 + y2 > 1} (2) {(,y)

∣∣ + y > 2} (3) {(,y)
∣∣|| + |y| ≤ 1}

一元函数的单调性、奇偶性、周期性等性质的定义在多元函数中不再适用，但有界性的定义仍

然适用.

8.1.3 多元函数的极限

定义 2. 设二元函数 ƒ (P) = ƒ (,y) 的定义域为 D, P0(0,y0) 是 D 的聚点．如果存在常数

A，对任意给定 ε > 0，总存在一个 δ > 0，只要 (,y) ∈ D ∩ Ů(P0, δ)，就有

|ƒ (,y) − A| < ε,

则称当 (,y) 趋于点 P0(0,y0) 时，函数 ƒ (,y) 以 A 为极限，记为

lim
(,y)→(0,y0)

ƒ (,y) = A

注记. 1. 定义中 P→ P0 的方式是任意的, 即 P→ P0⇔|PP0| → 0

2. 二元函数的极限也叫二重极限.

3. 二元函数的极限运算法则与一元函数类似.

例 3. 证明 lim
(,y)→(0,0)

ƒ (,y) = 0，其中

ƒ (,y) = (2 + y2) sin
1

2 + y2
.

证明. 证用 O 和 P 分别表示点 (0,0) 与 (,y), ƒ (,y) 的定义域为 D = R2\{(0,0)}, 点

O(0,0) 为 D 的一个聚点. 因为

|ƒ (,y) − 0| =
∣∣∣∣∣(2 + y2

)
sin

1

2 + y2

∣∣∣∣∣ ⩽ 2 + y2
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故对任给 ϵ > 0, 取 δ =
p
ϵ, 当 P ∈ D ∩ Ů(O, δ) 时, 就有

|ƒ (,y) − 0| < ϵ.

所以结论成立.

注记. 函数极限 lim
(,y)→(0,y0)

ƒ (,y) = A 成立 ⇐⇒ 当 (,y) 以任意方式趋于 (0,y0) 时，

ƒ (,y) 总趋于 A．

例 4. 证明 lim
(,y)→(0,0)

ƒ (,y) 不存在，其中

ƒ (,y) =


3y

6 + y2
, (,y) 6= (0,0);

0, (,y) = (0,0).

证明. 取 y = k3, 则当 (,y) 沿直曲线 y = k3(k 为任意实常数) 趋向于 (0,0) 时, 有

lim
→0
y=k3

ƒ (,y) = lim
→0

k6

6 + k26
=

k

1 + k2
.

显然, 极限值随 k 的变化而变化, 故极限不存在.

确定极限不存在的方法:

找两种不同趋近方式, 使 lim
(,y)→(0,y0)

ƒ (,y) 存在, 但两者不相等，此时也可断言 ƒ (,y) 在点

P0 (0,y0) 处极限不存在.

定义 3. 设二元函数 ƒ (P) = ƒ (,y) 的定义域为 D, P0 (0,y0) 是 D 的聚点, 且 P0 (0,y0) ∈
D, 若 ƒ (,y) 满足

lim
(,y)→(0,y0)

ƒ (,y) = ƒ (0,y0),

则称 ƒ (,y) 在 (0,y0) 处连续. 如果 ƒ (,y) 在 D 的每一点处都连续, 则称函数 ƒ (,y) 在

D 上连续, 或称 ƒ (,y) 是 D 上的连续函数.
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8.1.4 多元函数的连续性

例 5. 讨论函数

ƒ (,y) =


y

2 + y2
, 2 + y2 6= 0

0, 2 + y2 = 0

在 (0,0) 的连续性.

解. 取 y = k, 则

lim
→0
y=k

y

2 + y2
= lim

→0
y=k

k2

2 + k22
=

k

1 + k2

其值随 k 的不同而变化，极限不存在. 故函数在 (0,0) 处不连续.

例 6. 讨论函数 ƒ (,y) =


3 + y3

2 + y2
, (,y) 6= (0,0)

0, (,y) = (0,0)

, 在 (0,0) 处的连续性.

解. 取  = ρ cosθ, y = ρ sinθ, 则

|ƒ (,y) − ƒ (0,0)| =
∣∣∣ρ Äsin3 θ + cos3 θ

ä∣∣∣ < 2ρ.

∀ϵ > 0, ∃δ = ϵ
2 , 当 0 <

√
2 + y2 < δ 时, 有

|ƒ (,y) − ƒ (0,0)| < 2ρ < ϵ,

即

lim
(,y)→(0,0)

ƒ (,y) = ƒ (0,0),

故函数在 (0,0) 处连续.

多元初等函数：由多元多项式及基本初等函数经过有限次的四则运算和复合步骤所构成的可用

一个式子表示的函数．

一切多元初等函数在其定义区域内是连续的, 其中定义区域指包含在定义域内的区域或闭

区域.
一

般地，求 lim
P→P0

ƒ (P) 时，如果 ƒ (P) 是初等函数，且 P0 是 ƒ (P) 的定义域的内点，则 ƒ (P) 在点

P0 处连续，于是 lim
P→P0

ƒ (P) = ƒ (P0) .
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例 7. 求二元函数极限 lim
(,y)→(1,2)

3 + y．

解. 5

例 8. 求二元函数极限 lim
(,y)→(0,0)

√
1 + y − 1

y
．

解.
1

2

例 9. 求 lim
(,y)→(0,1)

y sin 1
2+y2 .

解. 由于 lim
(,y)→(0,1)

y = 0 · 1 = 0, 而

∣∣∣∣∣sin 1

2 + y2

∣∣∣∣∣ ⩽ 1, 所以
lim

(,y)→(0.1)y sin
1

2 + y2
= 0.

练习 2. 求二元函数极限：

(1) lim
(,y)→(2,1)

 − y
 + y

． . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

3

(2) lim
(,y)→(0,3)

siny


． . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

注记. 二元函数有和一元函数类似的性质：

1. 二元初等函数在定义区域上总是连续的．

2. 若二元函数 ƒ (,y) 在有界闭区域 D 上连续，则它在 D 上必能取得最大值和最小值 (从

而有界)．

3. 若二元函数 ƒ (,y) 在有界闭区域 D 上连续，则它在 D 上必能取得介于最大值和最小值

之间的任何值．

1. 区域、多元函数的概念

2. 多元函数极限的概念及极限不存在的判定（注意靠近方式的任意性)

3. 多元函数连续的概念
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4. 闭区域上连续函数的性质

思考. 设 Ω 为空间任一有界闭区域, P 为 Ω 外一点．问 Ω 上是否一定有到 P 点最远和最近的

点存在? 为什么?

答案. 有.

设 P 点的坐标为 (0,y0, z0) ,Q(,y, z) 为 Ω 上任意一点．则两点间距离为

|PQ| =
»
( − 0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

它是 Ω 上的连续函数, 由闭区域上连续函数的性质可知，一定有最大值和最小值存在, 对应的

点即为最值点．

8.2 偏导数及其在经济分析中的应用

8.2.1 偏导数的定义及其计算方法

定义 1. 设函数 z = ƒ (,y) 在 (0,y0) 某邻域内有定义，如果极限

ƒ(0,y0) = lim
Δ→0

ƒ (0 + Δ,y0) − ƒ (0,y0)

Δ

存在，则称该极限为函数在点 (0,y0) 处对  的偏导数，记为

∂z

∂

∣∣∣
(0,y0)

, z(0,y0),
∂ƒ

∂

∣∣∣
(0,y0)

, 或 ƒ(0,y0)

类似地定义函数在点 (0,y0) 处对 y 的偏导数为

ƒy(0,y0) = lim
Δy→0

ƒ (0,y0 + Δy) − ƒ (0,y0)

Δy

如果函数 z = ƒ (,y) 任某平面区域 D 内的每一点 (,y) 处都存在对  及对 y 的偏导数, 那

么这些偏导数仍然是 ,y 的函数, 我们称它们为 ƒ (,y) 的偏导函数, 记作

∂z

∂
,
∂ƒ

∂
, ƒ(,y), ƒy(,y), z, zy . . . .

在不致产生误解时, 偏导函数也简称为偏导数.

实际求 z = ƒ (,y) 的偏导数时，因为始终只有一个自变量在变动，另一个自变量可看作常量，
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所以仍旧用一元函数的微分方法求解.

∂ƒ

∂
=⇒ 把 y 暂时看作常量而对  求导数

∂ƒ

∂y
=⇒ 把  暂时看作常量而对 y 求导数

例 1. 求 z = 2 + 3y + y2 在点 (1,2) 处的偏导数.

解. 由条件可得：
∂z

∂
= 2 + 3y;

∂z

∂y
= 3 + 2y.

所以

∂z
∂

∣∣∣
(1,2)

= 2 × 1 + 3 × 2 = 8,

∂z
∂y

∣∣∣
(1,2)

= 3 × 1 + 2 × 2 = 7.

例 2. 设 z = y( > 0, 6= 1), 求证



y

∂z

∂
+

1

ln

∂z

∂y
= 2z.

证明. 因为
∂z

∂
= yy−1,

∂z

∂y
= y ln,

于是



y

∂z

∂
+

1

ln

∂z

∂y
=


y
· y−1 + 1

ln
· y ln

= 2y = 2z.

例 3. 设 z = rcsin
√

2 + y2
, 求

∂z

∂
,
∂z

∂y
.
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解. 由复合函数求导公式可得

∂z

∂
=

1√
1 − 2

2+y2

·
Ç

√
2 + y2

å


=

√
2 + y2

|y| · y2»
(2 + y2)3

(»
y2 = |y|

)

=
|y|

2 + y2

例 3. 设 z = rcsin
√

2 + y2
, 求

∂z

∂
,
∂z

∂y
.

解. 同理可得

∂z

∂y
=

1√
1 − 2

2+y2

·
Ç

√
2 + y2

å
y

=

√
2 + y2

|y| · (−y)»
(2 + y2)3

= − 

2 + y2
sgn

1

y
(y 6= 0)

∂z

∂y

∣∣  6=0
y=0
不存在.

例 4. 求 ƒ (,y) = e2y 在点 (1,2) 处的偏导数．

解.
∂ƒ

∂

∣∣
(1,2) = 4e2,

∂ƒ

∂y

∣∣
(1,2) = e2.

练习 1. 求下列函数的偏导数．

(1) z = 23 − 5y2 + 2y (2) z = rctn y


答案. 由函数求导法则易得

(1) z = 62 − 5y2 + 2y, zy = −10y + 2.

(2) z =
−y

2 + y2
, zy =



2 + y2
.

类似地，对于三元函数  = ƒ (,y, z)，可以定义三个偏导数
∂

∂
，
∂

∂y
和

∂

∂z
．
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ƒ(,y, z) = lim
Δ→0

ƒ ( + Δ,y, z) − ƒ (,y, z)

Δ

ƒy(,y, z) = lim
Δy→0

ƒ (,y + Δy, z) − ƒ (,y, z)

Δy

ƒz(,y, z) = lim
Δz→0

ƒ (,y, z + Δz) − ƒ (,y, z)

Δz

有关偏导数的几点说明:

1. 偏导数
∂

∂
是一个整体记号，不能拆分;

2. 求分界点、不连续点处的偏导数要用定义求;

例 5. 设 z = ƒ (,y) =
√|y|, 求 ƒ(0,0), ƒy(0,0).

解. ƒ(0,0) = lim
→0

√| · 0| − 0


= 0 = ƒy(0,0).

例 6. 已知一定量理想气体的状态方程为 pV = RT (R 为常数), 证明

∂p

∂V
· ∂V
∂T
· ∂T
∂p
= −1

证明. 因

p =
RT

V
,

∂p

∂V
= −RT

V2

V =
RT

p
,

∂V

∂T
=
R

p

T =
pV

R
,

∂T

∂p
=
V

R

所以

∂p

∂V
· ∂V
∂T
· ∂T
∂p
= −RT

V2
· R
p
· V
R
= −RT

pV
= −1
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8.2.2 偏导数的几何意义及其存在与连续的关系

ƒ (0,y0) 表示曲线

{
z = ƒ (,y),
y = y0

在点 M0 处的切线对  轴的斜; ƒy (0,y0) 表示曲线{
z = ƒ (,y),
 = 0

在点 M0 处的切线对 y 轴的斜率.

一元函数在某点可导 =⇒ 连续．多元函数在某点偏导数存在 ?=⇒ 连续.
例如,函数 ƒ (,y) =


y

2 + y2
, 2 + y2 6= 0

0, 2 + y2 = 0
, 依定义知在 (0,0)处，ƒ(0,0) = ƒy(0,0) =

0. 但函数在该点处并不连续.

多元函数在某点偏导数存在 6=⇒ 连续.

8.2.3 高阶偏导数

对 z = ƒ (,y) 的偏导数 z 和 zy 再求偏导数，就得到四个二阶偏导数：

•
∂

∂

Å ∂z
∂

ã
=

∂2z

∂2
= ƒ(,y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .纯偏导

•
∂

∂y

Ç
∂z

∂y

å
=
∂2z

∂y2
= ƒyy(,y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .纯偏导

•
∂

∂y

Å ∂z
∂

ã
=

∂2z

∂∂y
= ƒy(,y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .混合偏导

•
∂

∂

Ç
∂z

∂y

å
=

∂2z

∂y∂
= ƒy(,y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .混合偏导

定义：二阶及二阶以上的偏导数统称为高阶偏导数.

例 7. 求 z = 3y2 − 3y3 − y + 1 的各二阶偏导数.
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解. 由求导法则易知：
∂z

∂
= 32y2 − 3y3 − y,

∂z

∂y
= 23y − 9y2 − .

于是

∂2z

∂2
= 6y2,

∂2z

∂∂y
= 62y − 9y2 − 1

∂2z

∂y2
= 23 − 18y,

∂2z

∂y∂
= 62y − 9y2 − 1

例 8. 设  = e cosby, 求二阶偏导数.

解. 由条件易得
∂

∂
= e cosby,

∂

∂y
= −be sinby

于是

∂2

∂2
= 2e cosby,

∂2

∂y2
= −b2e cosby,

∂2

∂∂y
= −be sinby,

∂2

∂y∂
= −be sinby.

练习 2. 求下列函数的二阶偏导数．

(1) z = 2y3 + e siny

(2) z = sin( − y)
答案. (1) z = 2y2 + 2e cos, Zy = zy = 4y, zyy = 22;

(2) z = − sin( − y), zy = zy = sin( − y), zyy = − sin( − y).
问题 1. 混合偏导数都相等吗? 具备怎样的条件才相等?

定理 1. 如果函数 z = ƒ (,y) 的两个二阶混合偏导数
∂2z

∂y∂
及

∂2z

∂∂y
在区域 D 内连续，那

么在该区域内这两个二阶混合偏导数必相等.

此定理说明, 二阶混合偏导数在连续的条件下与求导次序无关. 这个性质还可进一步推广：高

阶混合偏导数在其连续的条件下与求导次序无关.
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例 9. 验证函数 (,y) = ln
√
2 + y2 满足拉普拉斯方程

∂2

∂2
+
∂2

∂y2
= 0.

证明. 易知 ln
»
2 + y2 =

1

2
ln

(
2 + y2

)
，于是

∂

∂
=



2 + y2
,
∂

∂y
=

y

2 + y2
,

∂2

∂2
=

y2 − 2
(2 + y2)2

,
∂2

∂y2
=

2 − y2
(2 + y2)2

,

因此
∂2

∂2
+
∂2

∂y2
=

y2 − 2
(2 + y2)2

+
2 − y2
(2 + y2)2

= 0.

8.2.4 偏导数在经济分析中的应用

在一元函数微分学中, 我们引出了边际和弹性的概念, 来分别表示经济函数在一点的变化率和

相对变化率, 这些概念也可以推广到多元函数微分学中去, 并被赋予了丰富的经济含义.

假设 A,B 两种商品彼此相关, 那么 A 与 B 的需求量 Q1 和 Q2 分别是两种商品的价格 P1 和

P2 及消费者的收入 y 的函数, 即 {
Q1 = ƒ (P1,P2,y) ,
Q2 = g (P1,P2,y) .

可以求得六个偏导数:
∂Q1

∂P1
,
∂Q1

∂P2
,
∂Q1

∂y
,
∂Q2

∂P1
,
∂Q2

∂P2
,
∂Q2

∂y
,

其中 ∂Q1

∂P1
称为商品 A 的需求函数关于价格 P1 的偏边际需求, 它表示当商品 B 的价格 P2 和消

费者的收入 y 固定时, 商品 A 的价格变化一个单位时商品 A 的需求量的近似改变量. ∂Q1

∂y 称

为商品 A 的需求函数关于消费者收入 y 的偏边际需求, 表示当 P1,P2 固定时, 消费者的收入

变化一个单位时商品 A 的需求量的近似改变量. 对于一般的需求函数, 如果 P2,y 固定而 P1

上升时, 商品 A 的需求量 Q1 将减少, 将有 ∂Q1

∂P1
< 0; 当 P1,P2 固定而消费者的收入 y 增加时

, 一般 Q1 将增大, 将有
∂Q1

∂y > 0. 其他情形可类似讨论.

如果 ∂Q1

∂P2
> 0 和 ∂Q2

∂P1
> 0, 说明两种商品中任意一个价格减少, 都将使其中一个需求量增加, 另

一个需求量减少, 这时称 A,B 两种商品为替代品. 例如, 苹果和香蕉就是替代品.
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如果 ∂Q1

∂P2
< 0 和 ∂Q2

∂P1
< 0, 说明两种商品中任意一个价格减少，都将使需求量 Q1 和 Q2 同时

增加, 这时称 A,B 两种商品为互补品. 例如，汽车和汽油就是互补品.

例 10. 设 A,B 两种商品是彼此相关的, 它们的需求函数分别为

QA =
50 3

√
PB√

PA
, QB =

75PA
3
»
P2
B

试确定 A,B 两种商品的关系.

解. 由于函数中不含有收入 y, 可以求出四个偏导数:

∂QA

∂PA
= −25P− 3

2
A P

1
3
B , ∂QA

∂PB
= 50

3 P
− 1

2
A P

− 2
3

B

∂QB

∂PB
= −50PAP−

5
3

B , ∂QB

∂PA
= 75P

− 2
3

B

因为 PA > 0,PB > 0, 所以

∂QA

∂PB
> 0,

∂QB

∂PA
> 0

这说明 A,B 两种商品是替代品.

设 A,B 两种商品的需求量函数由 {
Q1 = ƒ (P1,P2,y) ,
Q2 = g (P1,P2,y) .

式表示, 当商品 B 的价格 P2 和消费者收入 y 保持不变, 而商品 A 的价格 P1 发生变化时, 需

求量 Q1 和 Q2 对价格 P1 的偏弹性分别定义为

EAA = E11 = lim
ΔP1→0

Δ1Q1/Q1

ΔP1/P1
=

P1

Q1

∂Q1

∂P1

EBA = E21 = lim
ΔP1→0

Δ1Q2/Q2

ΔP1/P1
=

P1

Q2

∂Q2

∂P1
其中 Δ1Q = Q (P1 + ΔP1,P2,y) − Q (P1,P2,y) ( = 1,2).

当 P1 和 y 不变而 P2 变动时，有偏弹性

EAB = E12 = lim
ΔP2→0

Δ2Q1/Q1

ΔP2/P2
=

P2

Q1

∂Q1

∂P2

EBB = E22 = lim
ΔP2→0

Δ2Q2/Q2

ΔP2/P8
=

P2

Q2

∂Q2

∂P2
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其中 Δ2Q = Q (P1,P2 + ΔP2,y) − Q (P1,P2,y) ( = 1,2).

E11,E22 依次是商品 A 、B 的需求量对自身价格的偏弹性, 称为直接价格偏弹性(或自价格弹

性）, 而 E12,E21 则是商品 A 、B 的需求量对商品 B 、A 的价格的偏弹性, 它们称为交叉价格

偏弹性(或互价格弹性).

偏弹性 Ej(, j = 1,2) 具有明确的经济意义.

例如 E11 表示 A,B 两种商品的价格为 P1 和 P2 时, A 商品的价格 P1 改变 1% 时其销售量

Q1 改变的百分数;

E12 表示 A,B 两种商品的价格为 P1 和 P2 时, B 商品的价格 P2 改变 1% 时其销售量 Q1 改

变的百分数. 对 E21,E22 可作类似的解释.

例 11. 某种数码相机的销售量 QA, 除与它自身的价格 PA 有关外, 还与彩色喷墨打印机的价

格 PB 有关, 具体为

QA = 120 +
250

PA
− 10PB − P2B

求 PA = 50,PB = 5 时, (1)QA 对 PA 的弹性; (2)QA 对 PB 的交叉弹性.

解. (1) QA 对 PA 的弹性为

EAA =
∂QA

∂PA
· PA
QA
= − 250

P2
A

· PA

120 + 250
PA
− 10PB − P2B

= − 250

120PA + 250 − PA
Ä
10PB + P2

B

ä
当PA = 50,PB = 5 时, EAA = − 250

120·50+250−50(50+25) = − 1
10 .

解. (2) QA 对 PB 的交叉弹性为

EAB =
∂QA

∂PB
· PB
QA

= − (10 + 2PB) · PB

120 + 250
PA
− 10PB − P2B

当PA = 50,PB = 5 时EAB = −20 · 5
120+5−50−25 = −2.

1. 偏导数的定义（偏增量比的极限)
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2. 偏导数的计算、偏导数的几何意义

3. 高阶偏导数

®
纯偏导

混合偏导 (相等的条件)

4. 偏导数在经济分析中的应用

思考. 若函数 ƒ (,y) 在点 P0 (0,y0) 处连续，能否断定 ƒ (,y) 在点 P0 (0,y0) 的偏导数必

定存在?

答案. 不能.

例如, ƒ (,y) =
»
2 + y2, 在 (0,0) 处连续, 但 ƒ(0,0) = ƒy(0,0) 不存在.

8.3 全微分及其应用

8.3.1 偏微分

由一元函数微分学中增量与微分的关系得

ƒ ( + Δ,y) − ƒ (,y) = ƒ(,y)Δ + o(Δ),

ƒ (,y + Δy) − ƒ (,y) = ƒy(,y)Δy + o(Δy).

等式左边称为函数 z = ƒ (,y) 在点 (,y) 处对  或 y 的偏增量，右边称为函数 z = ƒ (,y)

在点 (,y) 处对  或 y 的偏微分．

如果函数 z = ƒ (,y) 在点 (,y) 的某邻域内有定义，并设 P( + Δ,y + Δy) 为这邻域内的

任意一点，则称这两点的函数值之差

ƒ ( + Δ,y + Δy) − ƒ (,y)

为函数在点 P 对应于自变量增量 Δ, Δy 的全增量，记为 Δz, 即

Δz = ƒ ( + Δ,y + Δy) − ƒ (,y).
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定义 1. 设函数 z = ƒ (,y) 在点 (,y) 的某邻域内有定义. 如果函数 z = ƒ (,y) 在点 (,y)

的全增量 Δz 可以表示为

Δz = AΔ + BΔy + o(ρ)

其中 A、B不依赖于 Δ、Δy (一般与 ,y 有关), ρ =
√
(Δ)2 + (Δy)2,则称函数 z = ƒ (,y)

在点 (,y) 可微分, 称 AΔ + BΔy 为函数 z = ƒ (,y) 在点 (,y) 的全微分, 记作 dz, 即

dz = AΔ + BΔy

函数 z = ƒ (,y) 的全微分也可写为

dz = A d + B dy

注记. 当函数 z = ƒ (,y) 在区域 D 内各点处都可微分时, 那么称 z = ƒ (,y) 在 D 内可微分.

定理 1. 若函数 z = ƒ (,y) 在点 (,y) 可微分, 则 z = ƒ (,y) 在点 (,y) 处连续．

证明. 由 ƒ 可微可知

Δz = AΔ + BΔy + o(ρ)

令 ρ→ 0, 得

lim
p→0Δz = 0

即

lim
ρ→0 ƒ ( + Δ,y + Δy) = ƒ (,y)

所以 ƒ (,y) 在点 (,y) 处连续.

定理 2. 若函数 z = ƒ (,y) 在点 (,y) 可微分, 则 ƒ (,y) 在点 (,y) 处的偏导数必定存在,

且 z = ƒ (,y) 在点 (,y) 的全微分为 dz =
∂z

∂
d +

∂z

∂y
dy.

证明. 由 ƒ 可微可知

Δz = AΔ + BΔy + o(ρ).

令 Δy = 0, 即取 ρ = |Δ|, 则有
ƒ ( + Δ,y) − ƒ (,y) = AΔ + o(|Δ|).

等式两边同除以 Δ, 并令 Δ→ 0, 得

lim
Δ→0

ƒ ( + Δ,y) − ƒ (,y)

Δ
= A.
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从而偏导数 ∂z
∂ 存在, 且等于 A. 同样可证 ∂z

∂y = B. 证毕.

一元函数在某点导数存在 ⇐⇒ 微分存在 二元函数在某点的各偏导数存在 ?⇐⇒ 全微分存在

例子. 函数 ƒ (,y) =


y√
2 + y2

2 + y2 6= 0

0 2 + y2 = 0
在点 (0,0) 处有 ƒ(0,0) = ƒy(0,0) = 0,

于是

Δz − [
ƒ(0,0) · Δ + ƒy(0,0) · Δy] = Δ · Δy√

(Δ)2 + (Δy)2
.

而极限 lim
ρ→0

Δ · Δy
ρ
√
(Δ)2 + (Δy)2

不存在，故函数不可微．

注记. 多元函数的各偏导数存在 6=⇒ 全微分存在．
例 1 (可微的充分条件). 如果函数 z = ƒ (,y) 的偏导数 ∂z

∂ 、
∂z
∂y 在点 (,y) 连续, 则该函数

在点 (,y) 可微分.

证明. 由条件可得
Δz = ƒ ( + Δ,y + Δy) − ƒ (,y)

= [ƒ ( + Δ,y + Δy) − ƒ (,y + Δy)]

+ [ƒ (,y + Δy) − ƒ (,y)]

由拉格朗日中值定理，可得

ƒ ( + Δ,y + Δy) − ƒ (,y + Δy)

=ƒ ( + θ1Δ,y + Δy)Δ (0 < θ1 < 1)

=ƒ(,y)Δ + ϵ1Δ (依偏导数的连续性)

其中 ϵ1 为 Δ, Δy 的函数, 且当 Δ→ 0,Δy→ 0 时,ϵ1 → 0.

同理

ƒ (,y + Δy) − ƒ (,y) = ƒy(,y)Δy + ϵ2Δy,

且当 Δy→ 0 时, ϵ2 → 0. 于是有

Δz = ƒ(,y)Δ + ϵ1Δ + ƒy(,y)Δy + ϵ2Δy.
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又因为 ∣∣∣∣∣ϵ1Δ + ϵ2Δy

ρ

∣∣∣∣∣ ≤ |ϵ1| + |ϵ2| ρ→0−→ 0,

故函数 z = ƒ (,y) 在点 (,y) 处可微.

习惯上, 记全微分为

dz =
∂z

∂
d +

∂z

∂y
dy.

通常我们把二元函数的全微分等于它的两个偏微分之和这件事称为二元函数的微分符合叠加

原理.

全微分的定义可推广到三元及三元以上函数

d =
∂

∂
d +

∂

∂y
dy +

∂

∂z
dz

叠加原理也适用于二元以上函数的情况.

例 2. 计算函数 z = ey 在点 (2,1) 处的全微分.

解. 由条件易得
∂z

∂
= yey,

∂z

∂y
= ey,

于是

∂z

∂

∣∣∣∣
(2,1)

= e2,
∂z

∂y

∣∣∣∣∣
(2,1)

= 2e2

故所求全微分为

dz = ed + 2edy.

例 3. 求函数 z = y cos( − 2y), 当  = π
4 ,y = π, d = π

4 ,dy = π 时的全微分.

解. 由条件易得
∂z

∂
= −y sin( − 2y), ∂z

∂y
= cos( − 2y) + 2y sin( − 2y),

于是

dz|( π4 ,π) =
∂z

∂

∣∣∣∣
( π4 ,π)

d +
∂z

∂y

∣∣∣∣∣
( π4 ,π)

dy =

p
2

8
π(4 − 7π).
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例 4. 计算函数  =  + sin y
2 + eyz 的全微分.

解. 由条件易知：
∂

∂
= 1,

∂

∂y
=
1

2
cos

y

2
+ zeyz,

∂

∂z
= yeyz

故所求全微分

d = d +

Ç
1

2
cos

y

2
+ zeyz

å
dy + yeyz dz

练习 1. 1. 求 z = 2y3 在  = 1，y = 2，Δ = 0.2，Δy = 0.1 时的全微分．

2. 求 z = ey 的全微分．

3. 求  = y + yz + z 的全微分．

答案. (1) dz = 4.4; (2) dz = yey d + ey dy;

(3) d = (y + z)d + ( + z)dy + ( + y)dz.

例 5. 试证函数

ƒ (,y) =

{
y sin 1p

2+y2
, (,y) 6= (0,0)

0, (,y) = (0,0)

点 (0,0) 连续且偏导数存在, 但偏导数在点 (0,0) 不连续, 而 ƒ 在点 (0,0) 可微.

思路：按有关定义讨论; 对于偏导数需分

(,y) 6= (0,0), (,y) = (0,0) 讨论.

证明. 令  = ρ cosθ,y = ρ sinθ, 则

lim
(,y)→(0,0)

y sin
1√

2 + y2
= lim

ρ→0ρ
2 sinθ cosθ · sin 1

ρ

= 0 = ƒ (0,0),

故函数在点 (0,0) 连续,

ƒ(0,0) = lim
Δ→0

ƒ (Δ,0) − ƒ (0,0)

Δ
= lim

Δ→0
0 − 0
Δ

= 0,

同理

ƒy(0,0) = 0.
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当 (,y) 6= (0,0) 时,

ƒ(,y) = y sin
1√

2 + y2
− 2y»

(2 + y2)3
cos

1√
2 + y2

.

当点 P(,y) 沿直线 y =  趋于 (0,0) 时, 极限

lim
(,)→(0,0)

ƒ(,y) = lim
→0

Ç
 sin

1p
2|| −

3

2
p
2||3 cos

1p
2||

å
不存在. 所以 ƒ(,y) 在 (0,0) 不连续.

同理可证 ƒy(,y) 在 (0,0) 不连续.

下证 ƒ (,y) 在点 (0,0) 可微.

Δƒ = ƒ (Δ,Δy) − ƒ (0,0)

= Δ · Δy · sin 1√
(Δ)2 + (Δy)2

= o
(»
(Δ)2 + (Δy)2

)
故 ƒ (,y) 在点 (0,0) 可微, dƒ |(0,0) = 0.

函数连续 函数可导

函数可微

偏导数连续

X
X X

X

8.3.2 全微分在近似计算中的应用

利用全微分公式，我们有下列近似计算公式：

ƒ ( + Δ,y + Δy) ≈ ƒ (,y) + ƒ(,y)Δ + ƒy(,y)Δy
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例 6. 计算 (1.04)2.02 的近似值.

解. 设函数 ƒ (,y) = y, 并取  = 1,y = 2,Δ = 0.04,Δy = 0.02，则

ƒ(,y) = yy−1, ƒy(,y) = y ln,

于是有 ƒ (1,2) = 1, ƒ(1,2) = 2, ƒy(1,2) = 0，故

(1.04)2.02 ≈ 1 + 2 × 0.04 + 0 × 0.02 = 1.08.

练习 2. 求 1.012.99 的近似值．

答案. 1.03

例 7. 要在高为 H = 20cm, 半径 R = 4cm 的圆柱体表面均匀地渡上一层厚度为 0.1 cm 的

黄铜, 问需要准备多少黄铜? (黄铜的密度为 8.9 g/cm3)

解. 圆柱体的体积为 V = πR2H．依题意，需要求 R = 4,H = 20,ΔR = 0.1,ΔH = 0.2 时的

ΔV. 由于
∂V

∂R
= 2πRH,

∂V

∂H
= πR2.

于是

ΔV ≈ dV = ∂V

∂R
· ΔR + ∂V

∂H
· ΔH

= 160π • 0.1 + 16π • 0.2
= 19.2πcm3

从而所需准备的黄铜为 19.2π × 8.9g.

1. 多元函数全微分的概念;

2. 多元函数全微分的求法;

3. 多元函数连续、可导、可微的关系.（注意：与一元函数的区别）



26 第八章 多元函数微分学

函数连续 函数可导

函数可微

偏导数连续

X
X X

X

8.4 多元复合函数的求导法则

在一元函数微分学中, 复合函数的求导法则起着重要的作用. 现在我们把它推广到多元复合函

数的情形. 下面按照多元复合函数不同的复合情形，分三种情况进行讨论.

定理 1. 如果函数  = ϕ(t) 及  = ψ(t) 都在点 t 可导, 函数 z = ƒ (,) 在对应点 (,) 具

有连续偏导数, 则复合函数 z = ƒ [ϕ(t),ψ(t)] 在点 t 可导, 且有

dz

dt
=

∂z

∂

d

dt
+
∂z

∂

d

dt

注记. 上述定理的结论可推广到中间变量多于两个的情况, 如

dz

dt
=

∂z

∂

d

dt
+
∂z

∂

d

dt
+

∂z

∂

d

dt

注记. 上述公式中的
dz

dt
称为全导数.

证明. 设 t 获得增量 Δt, 则有

Δ = φ(t + Δt) − φ(t), Δ = ψ(t + Δt) − ψ(t).
由于函数 z = ƒ (,) 在点 (,) 有连续偏导数，故

Δz =
∂z

∂
Δ +

∂z

∂
Δ + ϵ1Δ + ϵ2Δ,

当 Δ→ 0,Δ→ 0 时, ϵ1 → 0, ϵ2 → 0. 于是

Δz

Δt
=

∂z

∂
· Δ
Δt
+
∂z

∂
· Δ
Δt
+ ϵ1

Δ

Δt
+ ϵ2

Δ

Δt
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当 Δt→ 0 时, Δ→ 0,Δ→ 0 Δ
Δt → d

dt , Δ
Δt → d

dt，从而

dz

dt
= lim

Δ→0
Δz

Δt
=

∂z

∂
· d
dt
+
∂z

∂
· d
dt

.

链式法则如图示

z




t

dz

dt
=
∂z

∂

d

dt
+
∂z

∂

d

dt
+

∂z

∂

d

dt

例 1. 设 z =  + sin t, 而  = et, = cos t 求全导数 dz
dt

解. 由条件易得
dz

dt
=

∂z

∂
· d
dt
+
∂z

∂
· d
dt
+
∂z

∂t

= et −  sin t + cos t

= et cos t − et sin t + cos t

= et(cos t − sin t) + cos t

定理 2. 如果函数  = ϕ(,y) 及  = ψ(,y) 都在点 (,y) 具有对  及对 y 的偏导数, 函

数 z = ƒ (,) 在对应点 (,) 具有连续偏导数, 则复合函数 z = ƒ [ϕ(,y), ψ(,y)] 在点

(,y) 的两个偏导数存在, 且有

∂z

∂
=

∂z

∂

∂

∂
+
∂z

∂

∂

∂
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∂z

∂y
=

∂z

∂

∂

∂y
+
∂z

∂

∂

∂y

链式法则如图示

z






y

∂z

∂
=
∂z

∂

∂

∂
+
∂z

∂

∂

∂

∂z

∂y
=
∂z

∂

∂

∂y
+
∂z

∂

∂

∂y

推论 1. 设  = ϕ(,y),  = ψ(,y) 及  = ω(,y) 都在点 (,y) 具有对  及对 y 的偏导

数, 函数 z = ƒ (,,) 在对应点 (,,) 具有连续偏导数, 则复合函数

z = ƒ [ϕ(,y),ψ(,y),ω(,y)]

在点 (,y) 的两个偏导数都存在, 且可用下列公式计算:

∂z

∂
=

∂z

∂

∂

∂
+
∂z

∂

∂

∂
+

∂z

∂

∂

∂

∂z

∂y
=

∂z

∂

∂

∂y
+
∂z

∂

∂

∂y
+

∂z

∂

∂

∂y

z





y

例 2. 设 z = e sin, 而  = y, =  + y, 求
∂z

∂
和

∂z

∂y
.
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解. 由多元函数的复合函数求导法则可得
∂z

∂
=

∂z

∂
· ∂
∂
+
∂z

∂
· ∂
∂

= e sin · y + e cos · 1
= ey[y sin( + y) + cos( + y)]

∂z

∂y
=

∂z

∂
· ∂
∂y
+
∂z

∂
· ∂
∂y

= e sin ·  + e cos · 1
= ey[ sin( + y) + cos( + y)]

练习 1. (1) 设 z = e−2y， = sin t, y = cos t，求全导数
dz

dt
．

(2) 设 z = e sin， = y,  =  − y，求偏导数 ∂z

∂
和

∂z

∂y
．

答案. (1)
dz

dt
= e−2y cos t + 2e−y sin t;

(2)
∂z

∂
= yey sin( − y) + cos( − y); ∂z

∂y
= ey sin( − y) − ey cos( − y).

例 3. 设  = ƒ ( + y + z,yz), ƒ 具有二阶连续偏导数, 求
∂

∂
和

∂2

∂∂z
.

解. 令  =  + y + z, = yz, 则  = ƒ (,). 为表达简便起见, 引入以下记号:

ƒ ′
1
=
∂ƒ (,)

∂
, ƒ ′′

12
=
∂2ƒ (,)

∂∂

这里下标 1 表示对第一个变量  求偏导数, 下标 2 表示对第二个变量  求偏导数. 同理有

ƒ ′
2
, ƒ ′′

11
, ƒ ′′

22
等. 由  = ƒ (,) 及  =  + y + z, = yz 复合函数求导法则, 有

∂

∂
=

∂ƒ

∂

∂

∂
+

∂ƒ

∂

∂

∂
= ƒ ′

1
+ yzƒ ′

2

∂

∂
=

∂ƒ

∂

∂

∂
+

∂ƒ

∂

∂

∂
= ƒ ′

1
+ yzƒ ′

2
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于是

∂2

∂∂z
=

∂

∂z

Ä
ƒ ′
1
+ yzƒ ′

2

ä
=
∂ƒ ′

1

∂z
+ yƒ ′

2
+ yz

∂ƒ ′
2

∂z
.

又

∂ƒ ′
1

∂z
=
∂ƒ ′

1

∂

∂

∂z
+
∂ƒ ′

1

∂

∂

∂z
= ƒ ′′

11
+ yƒ ′′

12

∂ƒ ′
2

∂z
=
∂ƒ ′

2

∂

∂

∂z
+
∂ƒ ′

2

∂

∂

∂z
= ƒ ′′

21
+ yƒ ′′

22

故

∂2

∂∂z
= ƒ ′′

11
+ yƒ ′′

12
+ yƒ ′

2
+ yzƒ ′′

21
+ y2zƒ ′′

22

= ƒ ′′
11
+ y( + z)ƒ ′′

12
+ y2zƒ ′′

22
+ yƒ ′

2
.

定理 3. 如果函数  = ϕ(,y) 在点 (,y) 具有对  及对 y 的偏导数, 函数  = ψ(y) 在点

y 可导, 函数 z = ƒ (,) 在对应点 (,) 具有连续偏导数, 则复合函数 z = ƒ [ϕ(,y),ψ(y)]

在点 (,y) 的两个偏导数存在, 且有

∂z

∂
=

∂z

∂

∂

∂
∂z

∂y
=

∂z

∂

∂

∂y
+
∂z

∂

d

dy

链式法则如图示

z






y

∂z

∂
=
∂z

∂

∂

∂

∂z

∂y
=
∂z

∂

∂

∂y
+
∂z

∂

d

dy
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设 z = ƒ (,,y) 其中  = φ(,y) 即 z = ƒ [φ(,y),,y]. 为求 z 的偏导数, 可令  =

,  = y, 则
∂

∂
= 1,

∂

∂
= 0,

∂

∂y
= 0,

∂

∂y
= 1.

于是:
∂z

∂
=

∂ƒ

∂
· ∂
∂
+

∂ƒ

∂
,
∂z

∂y
=

∂ƒ

∂
· ∂
∂y
+
∂ƒ

∂y
.

•
∂z

∂
：把复合函数 z = ƒ [φ(,y),,y] 中的 y 看作常量而对  的偏导数.

•
∂ƒ

∂
：把 ƒ (,,y) 中的  及 y 看做常量而对  的偏导数.

设有 z = ƒ (,) 具有连续偏导数，,  为自变量，则全微分为

dz =
∂z

∂
d +

∂z

∂
d

若又有  = ϕ(,y),  = ψ(,y)，,  为中间变量，则全微分仍为

dz =
∂z

∂
d +

∂z

∂
d

由条件知

z = ƒ [ϕ(,y),ψ(,y)]

的全微分为

dz =
∂z

∂
d +

∂z

∂y
dy
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将
∂z

∂
和

∂z

∂y
带入上式得

dz =
Å ∂z
∂

∂

∂
+
∂z

∂

∂

∂

ã
d +

Ç
∂z

∂

∂

∂y
+
∂z

∂

∂

∂y

å
dy

=
∂z

∂

Ç
∂

∂
d +

∂

∂y
dy

å
+
∂z

∂

Ç
∂

∂
d +

∂

∂y
dy

å
=

∂z

∂
d +

∂z

∂
d

例 4. 已知 e−y − 2z + ez = 0, 求
∂z

∂
和

∂z

∂y
.

解. 易知

d
(
e−y − 2z + ez

)
= 0,

于是

e−y d(−y) − 2 dz + ez dz = 0 =⇒ (ez − 2)dz = e−y( dy + y d),

从而

dz =
ye−y

(ez − 2)d +
e−y

(ez − 2)dy,

故

∂z

∂
=

ye−y

ez − 2 ,
∂z

∂y
=

e−y

ez − 2 .

练习 2. 利用全微分的形式不变性，求二元函数 z = (2 − y2)ey 的偏导数 ∂z

∂
和

∂z

∂y
.

答案.
∂z

∂
= 2ey +

(
2 − y2)ey · y, ∂z

∂y
= −2yey + (

2 − y2) · ey · .
1. 求导法则：分三种情况, 特别要注意课中所讲的特殊情况

2. 全微分形式不变性
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8.5 隐函数的求导公式

8.5.1 一个方程的情形

定理 1 (隐函数存在定理). 设函数 F(,y) 在点 P (0,y0) 的某一邻域内具有连续偏导数, 且

F (0,y0) = 0,Fy (0,y0) 6= 0, 则方程 F(,y) = 0 在点 (0,y0) 的某一邻域内恒能唯一确

定一个具有连续导数的函数 y = ƒ (), 它满足条件 y0 = ƒ (0), 并有

dy

d
= − F

Fy

注记. 将方程方程所确定的函数 y = ƒ () 代人方程可得

F(, ƒ ()) ≡ 0,=⇒ ∂F

∂1
+
∂F

∂y

dy

d
= 0

从而得到隐函数求导公式．

例 1. 验证方程 2 + y2 − 1 = 0 在点 (0,1) 的某邻域内能唯一确定一个单值可导、且  = 0

时 y = 1 的隐函数 y = ƒ (), 并求这函数的一阶和二阶导数在  = 0 的值.

解. 令 F(,y) = 2 + y2 − 1, 则
F = 2, Fy = 2y, F(0,1) = 0, Fy(0,1) = 2 6= 0.

由隐函数存在定理可知方程 2 + y2 − 1 = 0 在点 (0,1) 的某邻域内能唯一确定一个单值可

导、且  = 0 时 y = 1 的函数 y = ƒ (). 函数的一阶和二阶导数为

dy

d
= − F

Fy
= − 

y
,
dy

d

∣∣∣∣∣
=0

= 0,

d2y

d2
= − y − y

′

y2
= − y − 

Ä− 
y

ä
y2

= − 1

y3
,
d2y

d2

∣∣∣∣∣
=0

= −1

例 2. 已知 ln
»
2 + y2 = rctn

y


, 求

dy

d
.

解. 令 F(,y) = ln
»
2 + y2 − rctn y


, 则

F(,y) =
 + y

2 + y2
, Fy(,y) =

y − 
2 + y2

,
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于是

dy

d
= − F

Fy
= −  + y

y − .

定理 2 (隐函数存在定理 2). 设函数 F(,y, z) 在点 P (0,y0, z0) 的某一邻域内具有连续偏

导数, 且

F (0,y0, z0) = 0,Fz (0,y0, z0) 6= 0,

则方程 F(,y, z) = 0 在点 (0,y0, z0) 的某一邻域内恒能唯一确定一个具有连续偏导数的函

数 z = ƒ (,y), 它满足条件 z0 = ƒ (0,y0), 并有

∂z

∂
= − F

Fz
,

∂z

∂y
= − Fy

Fz
.

例 3. 设 2 + y2 + z2 − 4z = 0, 求
∂2z

∂2
.

解. 令 F(,y, z) = 2 + y2 + z2 − 4z, 则
F = 2,Fz = 2z − 4,

∂z

∂
= − F

Fz
=



2 − z ,

于是

∂2z

∂2
=
(2 − z) +  ∂z

∂

(2 − z)2 =
(2 − z) +  · 

2−z
(2 − z)2 =

(2 − z)2 + 2

(2 − z)3

例 4. 设 z = ƒ ( + y + z,yz), 求
∂z

∂
,
∂

∂y
,
∂y

∂z
.

提示. 把 z 看成 ,y 的函数对  求偏导数得
∂z

∂
,

把  看成 z,y 的函数对 y 求偏导数得
∂

∂y
,

把 y 看成 , z 的函数对 z 求偏导数得
∂y

∂z
.

解. 令  =  + y + z,  = yz, 则 z = ƒ (,).

把 z 看成 ,y 的函数对  求偏导数得

∂z

∂
= ƒ ·

Å
1 +

∂z

∂

ã
+ ƒ ·

Å
yz + y

∂z

∂

ã
,
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整理得

∂z

∂
=

ƒ + yzƒ

1 − ƒ − yƒ .

把  看成 z,y 的函数对 y 求偏导数得

0 = ƒ ·
Ç
∂

∂y
+ 1

å
+ ƒ ·

Ç
z + yz

∂

∂y

å
,

整理得

∂

∂y
= − ƒ + zƒ

ƒ + yzƒ
.

把 y 看成 , z 的函数对求偏导数得

1 = ƒ ·
Å∂y
∂z
+ 1
ã
+ ƒ ·

Å
y + z

∂y

∂z

ã
,

整理得

∂y

∂z
=
1 − ƒ − yƒ
ƒ + zƒ

.

练习 1. (1) 设方程 siny + e − y2 = 0 确定了隐函数 y = ƒ ()，求导数
dy

d
．

(2) 设方程 ez = yz 确定了隐函数 z = ƒ (,y)，求偏导数
∂z

∂
和

∂z

∂y
．

答案. (1)
dy

d
= − e − y2

cosy − 2y (2)

∂z

∂
=

yz

ez − y
∂z

∂y
=

z

ez − y

8.5.2 方程组的情形[

下面，考虑隐函数存在定理的推广，考虑方程组®
F(,y,,) = 0,

G(,y,,) = 0
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定理 3 (隐函数存在定理 3). 设 F(,y,,),G(,y,,) 在点 P (0,y0,0,0) 的某一邻

域内具有对各个变量的连续偏导数, 又 F (0,y0,0,0) = 0,G (0,y0,0,0) = 0, 且偏导

数所组成的函数行列式 ( 或称雅可比 (Jacobi) 行列式) :

J =
∂(F,G)

∂(,)
=

∣∣∣∣∣ ∂F
∂

∂F
∂

∂G
∂

∂G
∂

∣∣∣∣∣
在点 P (0,y0,0,0) 不等于零,

则方程组在点 (0,y0,0,0) 的某一邻域内恒能唯一确定一组具有连续偏导数的函数  =

(,y),  = (,y), 它们满足条件 0 =  (0,y0) ,0 =  (0,y0), 并有

∂

∂
= − 1

J

∂(F,G)

∂(,)
= −

∣∣∣∣∣ F F
G G

∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣ F F

G G

∣∣∣∣∣ ,

∂

∂
= − 1

J

∂(F,G)

∂(,)
= −

∣∣∣∣∣ F F
G G

∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣ F F

G G

∣∣∣∣∣ ,

∂

∂y
= − 1

J

∂(F,G)

∂(y,)
= −

∣∣∣∣∣ Fy Fv
Gy G

∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣ F F

G G

∣∣∣∣∣ ,

∂

∂y
= − 1

J

∂(F,G)

∂(,y)
= −

∣∣∣∣∣ F Fy
G Gy

∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣ F F

G G

∣∣∣∣∣ .
例 5. 设  − y = 0,y +  = 1, 求

∂

∂
,
∂

∂y
,
∂

∂
和

∂

∂y

解 (1). 直接代入公式;

解 (2). 运用公式推导的方法, 将所给方程的两边对  求导并移项{
 ∂
∂ − y ∂

∂ = −
y ∂
∂ +  ∂

∂ = −
, J =

∣∣∣∣∣  −yy 

∣∣∣∣∣ = 2 + y2,

在 J 6= 0 的条件下,
∂

∂
= −  + y

2 + y2
,
∂

∂
=
y − 
2 + y2

.

将所给方程的两边对 y 求导, 用同样方法得
∂

∂y
=
 − y
2 + y2

,
∂

∂y
= −  + y

2 + y2
.
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隐函数的求导法则 (分以下几种情况）

1. F(,y) = 0

2. F(,y, z) = 0

3.

{
F(,y,,) = 0

G(,y,,) = 0

思考. 已知


z
= ϕ
Åy
z

ã
, 其中 ϕ 为可微函数, 求 

∂z

∂
+ y

∂z

∂y

答案. 记 F(,y, z) = 
z − ϕ

Ä
y
z

ä
, 则

F =
1

z
, Fy = −ϕ′

Åy
z

ã
· 1
z

, Fz =
−
z2
− ϕ′

Åy
z

ã
· (−y)

z2
,

故
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∂z

∂
= − F

Fz
=

z

 − yϕ′ Ä yzä ,
∂z

∂y
= − Fy

Fz
=
−zϕ′ Ä yzä
 − yϕ′ Ä yzä

于是


∂z

∂
+ y

∂z

∂y
= z.

8.6 多元函数的极值及其应用

8.6.1 二元函数的极值

定义. 设点 (0,y0) 在 z = ƒ (,y) 定义域中．

1. 若对 (0,y0) 去心邻域中任何点 (,y)，总有

ƒ (,y) < ƒ (0,y0),

称 (0,y0) 为极大值点，ƒ (0,y0) 为极大值．

2. 若对 (0,y0) 去心邻域中任何点 (,y)，总有

ƒ (,y) > ƒ (0,y0),

称 (0,y0) 为极小值点，ƒ (0,y0) 为极小值．

• 极大值和极小值统称极值．

• 极大值点和极小值点统称极值点．

例 1. 对下列各函数，判定点 (0,0) 是否为极值点：

(1) ƒ (,y) = 2 + y2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .极小值点

(2) ƒ (,y) =
√
1 − 2 − y2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .极大值点

(3) ƒ (,y) = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .不是极值点

定理 1 (极值的必要条件). 如果 ƒ (,y) 在 (0,y0) 处取得极值，且偏导数存在，则有

ƒ(0,y0) = 0, ƒy(0,y0) = 0.
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证明. 不妨设 z = ƒ (,y) 在点 (0,y0) 处有极大值. 依极大值的定义, 在点 (0,y0) 的某邻

域内异于 (0,y0) 的点 (,y) 都适合不等式

ƒ (,y) < ƒ (0,y0) ,=⇒ ƒ (,y0) < ƒ (0,y0) ( 6= 0).

这表明一元函数 ƒ (,y0) 在  = 0 处取得极大值, 因而必有

ƒ (0,y0) = 0.

同样可证

ƒy (0,y0) = 0.

推论. 如果三元函数  = ƒ (,y, z) 在点 (0,y0, z0) 具有偏导数, 则它在点 (0,y0, z0) 具有

极值的必要条件为

ƒ (0,y0, z0) = 0, ƒy (0,y0, z0) = 0, ƒz (0,y0, z0) = 0.

定义. 使两个偏导数都为零的点称为驻点．

注记. (1) 极值点可能在驻点取得，也可能在偏导数不存在的点取得．

(2) 驻点不一定是极值点.(例：(0,0) 是 z = y 的驻点但不是极值点)

定理 2 (极值的充分条件). 设函数 ƒ (,y) 在 (0,y0) 某邻域内连续，有一阶及二阶连续偏导

数，且 (0,y0) 是它的驻点．令 A = ƒ(0,y0)，B = ƒy(0,y0)，C = ƒyy(0,y0)，则有

1 如果 AC − B2 > 0，则 ƒ (0,y0) 为极值．

• 若 A < 0，则 ƒ (0,y0) 为极大值

• 若 A > 0，则 ƒ (0,y0) 为极小值

2 如果 AC − B2 < 0，则 ƒ (0,y0) 不是极值．

3 如果 AC − B2 = 0，则 ƒ (0,y0) 是否为极值需另外判定．

对于具有二阶连续偏导数的函数 z = ƒ (,y), 求极值的一般步骤为：

1. 解方程组 ƒ(,y) = 0, ƒy(,y) = 0, 求出所有实数解, 即求出所有的驻点.



40 第八章 多元函数微分学

2. 对于每一个驻点 (0,y0), 求出二阶偏导数的值 A,B 和 C.

3. 定出 AC − B2 的符号, 论判定 ƒ (0,y0) 是否是极值, 是极大值还是极小值.

例 2. 求函数 ƒ (,y) = 3 − y3 + 32 + 3y2 − 9 的极值.
解. 先解方程组 {

ƒ(,y) = 32 + 6 − 9 = 0,

ƒy(,y) = −3y2 + 6y = 0

得驻点 (1,0), (1,2), (−3,0), (−3,2). 又

ƒ(,y) = 6 + 6, ƒy(,y) = 0, ƒyy(,y) = −6y + 6

因此

(1) 在点 (1,0) 处, AC − B2 = 12 × 6 > 0, 又 A > 0, 故 ƒ (1,0) = −5 是极小值;
(2) 在点 (1,2) 处, AC − B2 = 12 × (−6) < 0, 所以 ƒ (1,2) 不是极值;

(3) 在点 (−3,0) 处, AC − B2 = −12 × 6 < 0, 所以 ƒ (−3,0) 不是极值;

(4) 在点 (−3,2) 处, AC− B2 = −12× (−6) > 0, 又 A < 0, 所以函数在 (−3,2) 处有极大

值 ƒ (−3,2) = 31.

练习 1. 求二元函数的极值：

(1) ƒ (,y) = 3 + y3 − 3y．
(2) ƒ (,y) = 4( − y) − 2 − y2．
答案. (1) 驻点 (0,0) 不是极值点，极小值 ƒ (1,1) = −1; (2) 极大值 ƒ (2,−2) = 8.

8.6.2 二元函数的最值

与一元函数相类似，我们可以利用函数的极值来求函数的最大值和最小值.

求最值的一般方法： 将函数在 D 内的所有驻点处的函数值及在 D 的边界上的最大值和最小

值相互比较，其中最大者即为最大值，最小者即为最小值.



8.6 多元函数的极值及其应用 41

例 3. 求二元函数

z = ƒ (,y) = 2y(4 −  − y)
在直线  + y = 6,  轴和 y 轴所围成的闭区域 D 上的

最大值与最小值. 

y

 + y = 6

解. 先求函数在 D 内的驻点，解方程组{
ƒ(,y) = 2y(4 −  − y) − 2y = 0

ƒy(,y) = 2(4 −  − y) − 2y = 0

得区域 D 内唯一驻点 (2,1), 且 ƒ (2,1) = 4,

再求 ƒ (,y) 在 D 边界上的最值.

(1) 在边界  = 0 和 y = 0 上 ƒ (,y) = 0.

(2) 在边界  + y = 6 上, 有 y = 6 − ，于是
ƒ (,y) = 2(6 − )(−2),

由 ƒ = 4( − 6) + 22 = 0 得

1 = 0,2 = 4 =⇒ y = 6 − |=4 = 2, ƒ (4,2) = −64.

比较后可知 ƒ (2,1) = 4 为最大值, ƒ (4,2) = −64 为最小值.
例 4. 求 z =

 + y

2 + y2 + 1
的最大值和最小值.

解. 先求驻点，由 
z = (

2+y2+1)−2(+y)
(2+y2+1)2

= 0

zy = (
2+y2+1)−2y(+y)
(2+y2+1)2

= 0

得驻点
Ä

1p
2

, 1p
2

ä
和
Ä− 1p

2
,− 1p

2

ä
, 又因为 lim

→∞
y→∞

 + y

2 + y2 + 1
= 0, 即边界上的值为零. 又

z

Ç
1p
2

,
1p
2

å
=

1p
2

, z

Ç
− 1p

2
,− 1p

2

å
= − 1p

2
,

所以最大值为 1/
p
2, 最小值为 −1/p2.
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8.6.3 条件极值与拉格朗日乘数法

1. 无条件极值：对自变量除了限制在定义域内外，并无其他条件;

2. 条件极值：自变量有附加条件的极值问题.

问题. 求函数  = ƒ (,y) 在约束条件 g(,y) = 0 下的极值．

解法. 令 L(,y) = ƒ (,y) + λg(,y)，由
L(,y) = 0

Ly(,y) = 0

g(,y) = 0

解出 λ、、y，解得的 (,y) 即为极值可疑点．

例 5. 某公司可通过电台及报纸两种方式做销售某商品的广告. 根据统计资料,销售收入 R (万

元) 与电台广告费用 1 (万元) 及报纸广告费用 2 (万元) 之间的关系有如下的经验公式：

R = 15 + 141 + 322 − 812 − 221 − 1022
(1)在广告费用不限的情况下，求最优广告策略; (2)若提供的广告费用为 1.5 万元, 求相应的

最优广告策略.

解. (1) 由条件易得利润函数为

L = R − (1 + 2) = 15 + 131 + 312 − 812 − 221 − 1022,

由

{
∂L
∂1
= −41 − 82 + 13 = 0

∂L
∂2
= −81 − 202 + 31 = 0

得 1 = 0.75, 2 = 1.25.

又由

A =
∂2L

∂2
1

= −4,B =
∂2L

∂1∂2
= −8,C =

∂2L

∂2
2

= −20
可得

AC − B2 = 80 − 64 = 16 > 0, 且 A = −4 < 0
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故点 (0.75,1.25) 为极大值点, 由问题的实际意义可知：它为最大点, 即此时最优广告策略是

用 0.75 万元作电台广告, 用 1.25 万元作报纸广告.

(2) 做拉格朗日函数

F (1,2,λ) = L (1,2) + λ (1 + 2 − 1.5)
= 15 + 131 + 312 − 812 − 221 − 1022
+ λ (1 + 2 − 1.5)

由 
∂F
∂1
= 13 − 82 − 41 + λ = 0

∂F
∂2
= 31 − 81 − 202 + λ = 0

1 + 2 = 1.5

解得 1 = 0, 2 = 1.5, 即广告费 1.5 万元全部用于报纸广告，可使利润最大.

例 6. 设某工厂生产甲产品数量 S (吨) 与所用两种原料 A,B 的数量 ,y (吨) 间的关系式

S(,y) = 0.0052y,, 现准备向银行贷款 150 万元购原料, 已知 A,B 原料每吨单价分别为 1

万元和 2 万元, 问怎样购进两种原料, 才能使生产的数量最多?

解. 按题意, 即求函数 S(,y) = 0.0052y 在条件  + 2y = 150 下的最大值. 作拉格朗日

函数

F(,y,λ) = 0.0052y + λ( + 2y − 150)

由 
∂F
∂ = 0.01y + λ = 0
∂F
∂y = 0.0052 + 2λ = 0

 + 2y − 150 = 0

解得  = 100,y = 25.

因仅有一个驻点, 且最大值一定存在, 故驻点 (100,25) 为最大值, 最大值 S(100,25) =

0.005 × 1002 × 25 = 1250 吨, 即购进 A 原料 100 吨, B 原料 25 吨, 可使生产量达到最

大值 1250 吨.

问题. 求  = ƒ (,y, z, t) 在约束条件 g(,y, z, t) = 0 和 h(,y, z, t) = 0 下的极值．



44 第八章 多元函数微分学

解法. 令

L(,y, z, t) = ƒ (,y, z, t) + λg(,y, z, t)

+ μh(,y, z, t).

由下面各式

L = 0, Ly = 0, Lz = 0, Lt = 0, g = 0, h = 0

消去 λ 和 μ，解得的 (,y, z, t) 即为极值可疑点．

1. 多元函数的极值：取得极值的必要条件、充分条件

2. 多元函数的最值：拉格朗日乘数法

思考. 若 ƒ (0,y) 及 ƒ (,y0) 在 (0,y0) 点均取得极值, 则 ƒ (,y) 在点 (0,y0) 是否也取

得极值?

答案. 不是. 例如 ƒ (,y) = 2 − y2,

1. 当  = 0 时, ƒ (0,y) = −y2 在 (0,0) 取极大值;

2. 当 y = 0 时, ƒ (,0) = 2 在 (0,0) 取极小值;

3. 但 ƒ (,y) = 2 − y2 在 (0,0) 不取极值.
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